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PRÉFACE. 


Cr Ouvrage est principalement destiné aux 
jeunes gens qui étudient pour entrer à l'Ecole 
Polytechnique. Il est le résultat des leçons que 
jai données autrefois à l’École centrale de 
l'Oise, et il fut composé pour mes élèves. La 
première édition a paru en 1602. 

Je me suis proposé d’y présenter les élé- 
mens de la Géométrie analytique. J’entends 
par cette dénomination la manière d'appliquer 
l’Algèbre à la Géométrie, non pas à l’aide de 
constructions particulières qu'il faut varier 
pour tous les cas, mais en employant les mé- 
thodes générales que Lagrange et Monge ont 
les premiers fait connaître dans leurs ou- 
vrages, méthodes enseignées depuis par Monge 
à l'Ecole Polytechnique , et si heureusement in- 
troduites par M. Lacroix dans ses traités élé- 
mentaires; ce qui est un des plus 1mportans 
services que l’on ait jamais rendus à l’enseigne- 
ment des Mathématiques, Instruit par les écrits 
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et par les lecons de ces professeurs célébres , et 
pénétré des avantages que les élèves peuvent en 
recueillir, jai cherché à les répandre, en pré- 
sentant 1 Elémens de la Géométrie analytique 
dans un ordre facile à suivre, et sous la forme 
la plus abrégée et la plus simple qu’ils pussent 
avoir. Je m'estimerai heureux si ce petit ou- 
vrage, après avoir été utile aux élèves : donne 
naissance à AHATDE autre plus parfait , auquel 
je serai le DES à applaudir. 

Pour qu’un livre élémentaire du genre de 
celui-ci atteignit parfaitement le but auquel il 
est destiné, il faudrait que les propositions s’y 
trouvassent disposées dans l’ordre le plus na- 
turel , et que les démonstrations y 1 fussent pré- 
sentées avec toute la clarté, l'élégance et la sim- 
) plicité dont elles sont susceptibles. Mais ce degré 
de perfection, dont on doit s’efforeer d° approcher, 
est beaucoup plus difficile à atteindre qu’on ne le 
croit communément ; et les améliorations succes- 
sives qu ’ont apportées à leurs ouvrages leshommes 
distingués qui ont écrit depuis vingt ans sur les 
élémens des Mathématiques, sont une preuve sen- 
sible de cette vérité. Aussi j’ai toujours été per- 
suadé qu’un livre élémentaire ne peut être jugé 
que par l'expérience; qu'il faut, pour ainsi dire, 
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l'essayer sur l’esprit des élèves, et vérifier par 
cette épreuve la bonté des méthodes que l’on a 
choisies. Le seul moyen de perfectionner un ou- 
yrage de ce genre est donc de recueillir, et même 
de rechercher avec le plus grand soin, les re-- 
marques de ceux qui l'ont enseigné. C’est ce 
que J'ai fait pour celui-ci, et je dois beaucoup 
de reconnaissance aux professeurs qui m'ont bien 
voulu aider à l'améliorer successivement. 

Leurs conseils, et mes propres réflexions, m’a- 
yaient depuis long-temps. fait sentir la nécessité 
de m'’étendre plus que je ne lavais fait sur la 
construction des expressions algébriques , et sur 
l'application de. l’Algèbre aux. problèmes de 
Géométrie déterminés. Mais la difficulté de bien 
remplir cette tâche, et je l’avouerai , d’autres 
occupations plus CbEépe ou plus attrayantes, 
m’avaient fait différer pendant long-tempsàm’en 
acquitter ; c’est ce qui a retardé cette sixième 
édition, qui m'était demandée depuis plu- 
sieurs années. Enfin, j’ai tâäché de réparer ici 
cette omission par une addition assez étendue 
aux préliminaires. J’ai cru aussi devoir ne plus 
passer sous silence les propriétés des pôles et des 
lignes polaires considérées d’abord par Monge, 
et auxquelles les auteurs des Annales de Mathé- 
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matiques ont donné des développemens analy- 
tiques si élégans. Enfin j'ai modifié la manière 
trop particulière, et trop compliquée, dont 
J'avais présenté la formation des sections du 
cône dans les éditions précédentes. On trou- 
vera, je crois, l’exposition la plus simple de cette 
formation, dans une note que je doïs à mon 
beau-frère, M. Brisson, ingénieur en chef des 
ponts et chaussées, et que J'ai insérée page 434. 
J'aurais voulu pouvoir terminer ce petit ou- 
vrage par quelques exemples bien choisis sur 
l'application de l’Algèbre aux problèmes dépen- 
dans des lieux géométriques. Le temps ne me la 
pas permis ; mais j'espère être en état de le faire 
dans une édilion suivante, si celle-ci n’ést pas 


la dernière. 


Fautes essentielles à corriger avant de lire 
l'Ouvrage. 
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 


CHAPITRE PREMIER. 


Exposition des principes sur lesquels se fonde 
_« lapplication de lÆlgèbre à la Géométrie. 
Procédés généraux par lesquels on peut 
construire géométriquemnent les expressions 


algébriques. 


LA 


+ Léarcime est une langue qui, représentant les 
quantités par des caractères et les opérations par des 
signes convenus , sert à exprimer généralement les 
nr qui doivent exister entre 4 données et les 
inconnues d'un problème quelconque, pour que les 
conditions imposées par ce problème soient satisfaites. 
Peu importe que ces données et ces inconnues soient 
des nombres, comme dans les problèmes d'Arnhmé- 
tique, ou des mouvemens ét des masses, comme dans 
les. questions de inécanique ; ou enfin des lignes, des 
surfaces et des solides, comme dans les recherches de 
Géométrie. Il suffit que les relations qu’elles doivent 
avoir les unes avec les autres, puissent être définies 
et réduites à des opérations calçulables , pour que l'AI- 
1 


Y 


2 CONSTRUCTION 


gcbre soit apte à les exprimer. En effet, lorsque cette 
réduction est praticable, la question proposée se trouve 
par cela mêmene pas dépendre dela nature géométrique ; 
physique , ou mécanique , desélémens quelon combine, 
mais seulement des relations mutuelles établies entre 
eux par addition, soustraction, division , ou toute autre 
opération de calcul. D’où il suit que si, dans chaque 
espèce de quantités que lon combine, soit ligne , sur- 
face, solide, ou masse, on en choisit une à volonté 
pour servir d'unité dans son espèce , toutes les autres 
que Pon doit combiner ensuite, soit entre elles, soit 
avec celle-là même, ne sont plus que des collections 
diverses de l'unité première; de sorte que toutes les rela- 
tions calculables auxquelles on les assujettit, sont réel- 
lement des problèmes denombres; et voilà pourquoi PAI- 
gèbre s’y applique toujours de la même manière , quelle 
que soit la nature absolue des quantités ainsi comparées. 

La première chose à faire pour appliquer PAlgèbre 
à la résolution des problèmes de Géométrie linéaire, 
doit donc être de concevoir une certaine longueur 
linéaire, que l’on prend pour unité de toutes les autres 
longueurs. Alors celles-ci se trouvent toutes représen- 
tées par desnombresentiersoufractionnaires, rationnels 
ou irrationnels; et l’on peut faire sur elles toutes les 
opérations de PArithmétique. Ainsi, on peut les conce- 
voir ajoutées ensemble, ou retranchées les unes des 
autres; multipliées entre elles ou divisées; et c’est seu- 
lement sous ce point de vue que lon peut attribuer un 
sens à de telles opérations, lorsqu’on les suppose pra- 
tiquées sur des longueurs. | 

2. L’addition et la soustraction des lignes s'exprime 
ainsi sans aucune difficulté. Car si lon a, par exemple, 
deux lignes données dont les longueurs représentées 
ainsi numériquement soient a et b, et que lon de- 
mande une longueur égale à leur somme; en représen- 
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tant.cette inconnue par x ,on aura par l'énoncé de cette 
condition même, 
x=@ + 0, 


ce qui permet de calculer arithmétiquement la valeur 
numérique de x lorsque les valeurs numériques a et b 
seront données. Connaïssant ainsi le rapport x de la ligne 
cherchéeà la longueur prise pour unité, l’on en déduira 
cette ligne elle-même. 

Mais on pourrait aussi résoudre la question proposée 
géométriquement en construisant une ligne égale à la 
sommedes deux lignes données. C’est encore ce que notre 
équation indique. En effet, désignons par à la longueur 
absolue et géométrique de la ligne qui a été choisie ar- 
bitrairement pour unité de longueur; et représentons 
de même par À, B,X, les longueurs absolues des deux 
lignes données et de celle qui doit être égale à leur 
somme. Alorsles valeurs numériques à, b, x, d’après leur 
définition mème, seront les rapports de ces trois lignes 
à la première à , c’est-à-dire qu’on aura 

A B X 
Ge SN 
À À À 
Ces expressions étant substituées au lieu de &, b, x, 
dans l'équation qui renferme lénoncé du problème, 
à disparaît, comme étant dénominateur commun des 
deux membres, et 1l reste 


| X—ALB; 

d'ou l’on voit que, pour obtenir la ligne cherchée, il 
suflira de porter les deux longueurs A et B à la suite 
une de autre sur une même droite , comme le repré- 
sente la fig. 1, où ABest A, BD, B,et AD la ligne cher- 
chée X. Interpréter ainsi une expression analytique de 
maniere à en déterminer l’inconnue par uneconstruction 
de Géométrie , c'est ce qu’on appelle la construire. 

1: 


[A | CONSTRUCTION 

La soustraction des lignes s'opère aussi simplement 
que laddition. Soit & la valeur numérique de la plus 
grande des deux lignes, à là valeur numérique de la 
plus petite, et x leur différence demandée , on aura 


x—=a— b; 


expression qui servira pour calculer arithmétiquement 
la valeur numérique de cette différence lorsque a et d 
seront données. Mais on pourra aussi construire cette 
différence géométriquement, en substituant ,commetout 
à l'heure , aux valeurs numériques a ,d, x, les rapports 
A B L2 LI r 
—, —, — des lignes correspondantes, avec Punité de 
AD AURA 

longueur; car, par cette substitution , la longueur À 


disparaît encore d'elle-même, et il reste 
X = À —B; 


relation entre les longueurs absolues et géométriques 
des trois lignes, par laquelle on voit que lon obtien- 
dra la ligne X en portant la longueur B sur la lon- 
gueur À, non plus à la suite lune de Pautre comme 
tout à l'heure, mais en sens contraire, et à partir de la 
même origine, comme le représente la fig. 2, où AB 
est À, BD, B, et AD,X, ou la ligne cherchée.. 

En comparant cette construction à celle de la question 
précédente, on voit que, par la nature des opérations 
mêmes, la direction de la ligne BD ou B s’est intervertie 
relativement à la ligne A , lorsque le signe qui affectait la 
valeur numérique de cette ligne Ba changé et a passé du 
positif au négatif. Cette analogie entre les inversions 
de position des lignes et les changemens de signe des 
lettres qui expriment leurs valeurs numériques , se 
retrouve continuellement dans Papplication de PAI- 
gtbre à la Géométrie; et elle y devient même d’une 
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indispensable nécessité pour que toutes les questions 
géométriques susceptibles d’un même énoncé, et qui 
diffèrent seulement par les longueurs ou les situations 
relatives des lignes dont elles dépendent, puissent être 
exprimées. par une seule et même équation. C’est ce 
que nous démontrerons bientôt d’une manière géné- 
rale. Mais j'ai voulu profiter du premier exemple de 
ces rapports entre les positions des lignes et les 
signes qui affectent leurs valeurs numériques, pour en 
faire sentir tout de suite, dans uncas très simple, la 
cause et l’universalité. 

3. Après la combinaison des quantités par addition et 
soustraction:, il faut passer à leur multiplication et à 
leur division les unes par les autres. Supposons, par 
exemple, qu’une ligne. inconnue X dépende de trois 
longueurs données À ,B,C,demanière qu’ilexisteentre 
leurs valeurs numériques È relation suivante : 


cette relation suflira pour calculer arithmétiquement x 
quand les valeurs numériques a; b , c, seront données. 
Mais si l’on veut en déduire la construction géométrique 
correspondante, il n’y a qu'à substituer aux lettres «, b, x, 


A B X À 
les rapports Re des lignes correspondantes, avec 


unité de longueur. Car à disparait encore: et il reste 


X =; 


d’où lon voit.que la ligne inconnue X est une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes données C, À , B. 
Ainsi, pour obtenir cette ligne par une construction 
géométrique , on n’a qu’à former à volonté un angle ar- 
bitraire M, fig. 3; prenant ensuite sur une des branches. 


6 CONSTRUCTION 

de cet angle les longueurs MC =C, MB=—B, et sur 
Pautre, toujours à partir du sommet M, MA = A , or 
joimdra CA; puis, par le point B lui menant une paral- 
lèle BX, MX sera la longueur cherchée. Car lestriangles. 
CMA , BMX étant semblables, on aura évidemment 


MC : MB :: MA : MX 


ou RAILS : Biel ON UE) 
et par conséquent, 
AB 
X—-; 


conformément à la condition demandée. Mais on pour- 
rait éncore construire la ligne X d’une autre manière, 
fig. 4. Car, en prenant toujours un angle arbitraire M, 
il n’y aurait qu’à porter C de M en C, et AdeM en À ; 
comme toût à heure; puis , à partir du pointG , prendre 
CB égal à B,en le comptant depuis le point Cet non 
plus depuis le:sommet de l'angle. Alors joignant CA et 
lui menant une parallèle BX, AX serait la ligne de- 
mandée; cär dans le triangle BMX la Hgne CA étant pa- 
rallèle à Ta base BX , divise les côtés en parties propor+ 
tionnelles ; ce qui GORE 


MC : CB ;: MA : AX, 


ou Cris D Sue 
d'où lon tire 

_:_ AB 

X DTTÉ 


IL est facile de voir en eflet que ces deux construe- 
tions s’aecordent, c’est-à-dire que la longueur AX de la 
fig. 4, égale la longueur MX de la fig. 3. Il suflit pour 
= de concevoir par le point À, fig. 4, une parallèle 
au côté CB; car le triangle formé par les lignes AX, BX 
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et cette parallèle, sera identiquement égal au triangle 
BMX de la fig. 3. 

On pourrait encore construire X de manière que la 
ligne qui représente cette inconnue, se trouvât placée, 
non sur un des côtés, mais sur une des basesdestriangles 
que lon compare. Pour cela, on n’a qu'à prendre sur 
une droite indéfinie MZ, fig. 5, une longueur MC égale 
à C; puis, du point G menant une autre ligne indéfinie 
sous un angle arbitraire, on prendra sur celle-ci la 
longueur CA égale à A ,et l’on joindra MA, que lon 
prolongera indéfiniment. Alors, si, à partir du point M 
on porte sur la ligne MZ la longueur MB égale à B, 
il ne restera qu’à mener BX parallèle à CA, et terminée 
à l’autre branche de langle M; ce sera la longueur 
cherchée de X, comme on le voit par la similitude des 
triangles MCA , MBX. 

Les trois modes de construction que nous venons: 
d'expliquer , s'accordent à donner pour X une même 
longueur; mais ils la donnent placée de diflérentes. 
manières; et lon profite de cette diversité pour choisir , 
dans chaque problème, espèce de construction qui uti- 
lise le plus possible les lignes déjà tracées dans la figure, 
ou qui donne à linconnue la position la mieux appro- 
priée à l'objet qu’elle doit remplir. C’est dans cette 
simplicité de la construction, et dans sa convenance , que 
consiste ce que l’on appelle l’élégance d’une solution. 

4. Dans Pexemple que nous venons de discuter , ainsi 
que dans les deux précédens, lorsque nous avons passé 
des valeurs numériques des lignes aux relations de leurs 
longueurs absolues , ce que nous avons fait, en substi- 
tuant aux lettres a ,b,c,qui représentaient ces valeurs, 
leur expression explicite, où l’unité de longueur était 
en évidence, nous avons toujours trouvé que cette 
unité disparaissait d'elle-même ; de sorte que l'équation 
entre les longueurs absolues était exactement la même 
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qu'entre les valeurs numériques. Nous aurions donc 
pu nous dispenser de cette transformation , et procéder 
immédiatement à la construction géométrique d’après 
Véquationen a, b$x ,en y considérant les lettres a, b,c, 
comme représentant les lignes mêmes. Maïs on ne 
pourrait pas en agir ainsi en général. Car Pidentité 
des relations que nousavons trouvées dans les exemples 
précédens, entre les valeurs numériques des lignes et 
leurs longueurs absolues | tenait à cette circonstance 
particulière, que la condition qui les liaïit portait seu- 
Tement sur les rapports de ces lignes entre elles, in- 
dépendamment de leur rapport absolu avec l'unité de 
longueur. Cela devient évident, si lon observe que les. 
équations 

x—=a+kb, x—=a—b, :=%, 
peuvent être mises sous les formes suivantes : 

MAD ab 


Nr ER 1=-—-<, 1=+—, 


où elles ne contiennent plus que des rapports des lettres 
a, b,x, entre elles. Les équations qui jouissent de cette 
propriété sont appelées homogènes, et il en existe de 
telles dans tous les ordres de puissances , comme les 
suivantes, par exemple, 


x = a + be, ax = bt+ cd, 


qui peuvent se mettre sous la forme 


=()+C-50 


ou bien encore, 


EY=r+ CG) CG) =2+ G)G)- 
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Or, toutes les fois qu’il en sera ainsi, il est clair que, si 
l’on substitue aux lettres a, b,c,x, leurs expressions expli- 
cites où l’unité de longueur sera en évidence, la lettre 
qui désignera cette unité disparaîtra d’elle-même dans 
chaque rapport, et ainsi l'équation entre les longueurs 
absolues sera la même qu'entre leurs valeurs numé- 
riques; mais ilarriverait autrement si l’équation pro- 
posée contenait, outre lesrapportsdes lignes A,B,C,X, 
entre elles, le rapport absolu de quelques-unes de 
ces lignes à Punité de longueur. Car si lon avait, par 
exemple, 


NEO) 


la valeur numérique de x pourrait bien se calculer 
immédiatement par cette équation, puisqu'elle se trou- 
verait être le produit des deux nombres abstraits que 
a ct b représentent; et, cette valeur numérique étant 
connue, on pourrait aussitôt construire en parties 
de Punité de longueur , la ligne qui y correspond ; mais 
si l’on voulait passer de cette équation à la relation 
analytique qui lie les grandeurs absolues des lignes 
À,B,X, en substituant aux lettres a,b,x,leursexpressions 
É : ” où l’unité de longueur est en évidence, 
À se trouvant au carré dans le dénominateur du se- 
cond membre, et seulement à la première puissance 
dans le dénominateur du premier membre, il ne dispa- 
raîtrait point complètement ; etil resterait après les ré- 
ductions faites , 


X—=-Z 
: ? 
c’est-à-dire que la ligne X se trouverait être une qua- 


trième proportionnelle aux longueurs À, À, B. Ainsi, 
dans ce cas, et dans tous les analogues, on ne doit pas 
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supposer entre les longueurs absolues la même relation 
qu'entre les valeurs numériques; et cette impossibilité 
se trouve indiquée par la considération de l'équation 
même; carsi a, b ,x, représentaient des lignes et non pas 
des nombres abstraits, le produit ab représenterait une 
surface , et par conséquent ne pourrait pas s’égaler à la 
ligne x. On voit donc par ces exemples, qu’en général , 
pour passer des relations analytiques abstraites aux 
relations géométriques qui lient les valeurs absolues, 
il faut remplacer les valeurs numériques des lignes 
par l’expression équivalente des rapports de ces lignes 
à Punité de longueur , et n’interpréter géométrique- 
ment le résultat qu'après avoir effectué réellement ou 
du moins mentalement cette substitution ; réellement , si 
lPéquation n’est pas homogène ; mentalement, sielle est. 

5. Par les mêmes principes dont nous venons de faire 
usage , on pourrait calculer et construire toute expres- 


sion de la forme 
__abcdef ... 


nd SHOT ol 

dans laquelle a, b, c, d, a’, b', c”, d’.…. seraient des valeurs. 
numériques d'autant de lignes données. Car, pour le 
calcul numérique, il se ferait immédiatement sur les 
nombres abstraits a, b,c,. .. b',c",d'... Quant à la con- 
struction, si l’on suppose Péquation homogène,ce qui aura 
lieu si le numérateur du second membre contient un 
facteur de plus que son dénominateur; en substituant 
aux valeurs numériques les rapports géométriques, 
unité de longueur disparaîtra ; et il viendra entreles 
lignes 


ABCDEF 


Z = RCDEE 


B à native 
Or, la parti _ peut d’abord être considérée comme 
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représentant une ligne A”, quatrième proportionnelle 
à PB’, A, B, et susceptible d’être obtenue par la construc- 
tion expliquée fig. 3, 4 ou 5. Combinant cette ligne 


C \ 

=, le produit —; représen- 
CPE NA 
tera une nouvelle ligne A”, qui se construira de la 


avec le rapport suivant 


même: maniere. Celle-ci combinée avec donnera le 


D 

D’ ) 
L 

produit ——, auquel on substituera une nouvelle ligne 


D 
A!", et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on aït épuisé tous 
les rapports dont la valeur de X est composée. Le der- 
mer résultat, de même forme que les précédens, sera 
donc encore une ligne qui exprimera la valeur de Vin- 
connue X. 

Nous avons supposé que le numérateur du second 
membre contenait un facteur de plus quë le dénomi- 
nateur; c’est évidemment cette condition qui, lorsque 
nous avons passé aux relations géométriques des lignes, 
a fait disparaître des deux membres l’unité de lon- 
gueur À. Si donc elle n'avait pas eu lieu, à serait resté 
dans léquation pour completter lhomogénéité; mais 
une fois qu’il y aurait été ainsi réintroduit, la con- 
struction se fût achevée de la même manière. Si l’on 
avait eu , par exemple, 


= abcd, 


le nüumérateur du second mémbre étant composé seu- 
lément de quatre facteurs, et le dénominateur de 
chaque terme étant unité, on aurait obtenu pour la 
relation géométrique, 


Dr ls sn 


Fe ARE 





expression qui se sérait construite de là même manière. 
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| . AB $ | à 
Car d’abord la partie —- eût donné une ligne À”, qui, 
À i 
L ® » j C £ . 
combinée avec le rapport > eût produit une nouvelle 


1e D : 
ligne A”, laquelle enfin combinée avec Hi eût donné 


une dernière ligne A", qui eût la valeur de X. 

6. En général, quelle que soit la relation analytique 
établie entre les valeurs numériques des lignes, par 
l'équation qui détermine l’inconnue x, lorsqu'on sub- 
stituera au lieu de ces valeurs leur expression expli- 
cite, c’est-à-dire: les rapports géométriques des lignes 
avec l’unité de longueur, ilen résultera toujours entre 
les lignes une équation, qui ne contiendra que des 
rapports de lignes entre elles, c’est-à-dire une espresr 
sion homogène. Ainsi, en définitif, on n’a jamais à 
construire que de telles expressions. Cest pourquoi; 
afin d’abréger lexposition des méthodes géométriques 
par lesquelles les constructions s’obtiennent , nous nous 
bornerons à les appliquer à des équations dans les- 
quelles lhomogénéité est déjà établie, et qui puissent 
ainsi indifféremment être considérées comme ayant lieu 
entre les valeurs numériques des lignes où entre leurs. 
longueurs absolues ellesmèmes. 

7. Déjà celles que nous avons considérées nous ont 
donné l’exemple de la multiplication et de la division 
des lignes, ou plutôt des valeurs numériques des lignes 
les unes par les autres; mais il se présente aussi des 
questions où l’inconnue x est donnée par des expres- 
sions radicales, telles que 


x=V/ab, =VeLt, x=Vae —#, 


dans lesquelles je suppose que a et b soient des lon- 
gueurs connues. Le calcul numérique de ces expres- 
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sions w’offre aucune difficulté, si l’on substitue aux 
lettres & et D leurs valeurs numériques ; mais on peut 
également lesconstruire enattribuant aux lettres a, b, x, 
des valeurs absolues. Car la nature de ces expressions 
est telle, que l'unité de longueur 2 disparaîtrait d’elle- 
même comme tout à l’heure, si lon substituait aux 
valeurs numériques leurs rapports avec elle; d’où il 
suit que l’on peut essayer de les construire immé- 
diatement. 

Or, en commençant par la première V/ab , on voit 
quelle exprime une moyenne proportionnelle entre 
les valeurs a et b, ou entre les lignes que ces valeurs 
représentent. On pourra donc la construire en portant, 
fig. 6, les lignes AB — À, BD —B à la suite l’une de 
Pautre, puis sur leur somme AD ou A + B comme 
diamèëtre, décrivant une circonférence de cercle et éle- 
vant au point de jonction B une ordonnée BX. Ce sera 
Pinconnue cherchée. En effet, par les propriétés con- 
nues du cercle, le carré de cette ordonnée est égal au 
produit des deux segmens du diamètre, et ainsi elle 
satisfait à la condition exigée. | 

On pourrait encore construire X par les cordes, 
comme dans la fig. 7 , où AB est À , et BD est D. Alors 
sur AG, comme diamètre, on décrira une circonfé- 
rence, à laquelle on élèvera par le point D l’ordon- 
née DX,, et la corde BX sera Finconnue cherchée. Car 
par les propriétés connues du cercle, cette corde est 
moyenne proportionnelle entre le diametre AB et le 
segment BD. 

En réunissant ce mode de construction à célui des 
quatrièmes proportionnelles, on parviendrait à con- 
struire géométriquement toute expression de la forme 


x =ÿ'abcd..,, 


où le nombre des facteurs renfermé sous le radical 
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serait quelconque. Car supposez ,, par exemple ,-qu’il 
fût de quatre; en substituant aux valeurs numériques 
des lignes leurs rapports avec l’unité de longueur, on 


aurait d’abord 
X ABCD 
Dr Mi 


et apres les réductions, 


pr. ABCD 








Maintenant, le produit dis se trouve sous le radical, 


peut être considéré comme composé de deux facteurs 
AB CD 

PE PNEU dont chacun représente une quatrième pro- 
portionnelle facile à construire par les figures 3, 4 
ou.5. Supposons cette construction faite, et soit A’ la, 
première de ces lignes, B’ la seconde; en les substi- 


tuant dans expression de X,, il viendra 
X—=V' AB"; 

c’est-à-dire que la ligne X est moyenne proportion- 
nelle entre les lignes A’et B'. On pourra donc lobtenir 
par le cercle comme précédemment, 

Si lon avait eu cinq facteurs au lieu de quatre, on 
aurait trouvé après la transformation 
X __, /ABODE 


ER 5 3 


Re 2° 





et par suite, 


: Hd pars ABCDE, 


Dans ce cas, on commencerait comme tout à heure, 

. AB C . L2 

ar isoler les facteurs —— -—, que l’on construirait 
P À 2 ? 


par des quatrièmes proportionnelles A’ et B'; ensuite 


» 
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combinant l’une d’elles, B’, par exemple, avec le dernier 


B' 
rapport = ,ilen résulterait le produit — —, qui se con- 


LEE encore par une quatrième Te » EC 
donnerait ainsi une nouvelle ligne B”. On aura donc 
alors 


X—V AB", 


qui se construirait par le cercle, comme précédemment. 
8. Passons aux expressions radicales de la forme 


x =Ve +. 


Celle-ci se construit par les propriétés du triangle 
rectangle, fig. 8. En effet, soit AB— A, BD — Bet 
les deux lignes AB, BD, perpendiculaires lune à 


autre. Alors, en nommant lhypoténuse AD, X, on 
aura évidemment 


X°— A° + PB, 
doù k 


X —y/A LB, 


c’est-à-dire qu’elle satisfera aux conditions demandées. 
On construit également par le triangle rectangle 


expression 
L —= Va PIE. b? } e 


seulement la ligne X nest plus l’hypoténuse du 
triangle, mais un des côtés de l'angle droit. En effet, 
ayant mené, fig. 9, deux droites indéfinies perpendi- 
culaires lune à l’autre, prenez sur l’une d’entre elles, 
à partir du sommet de l’angle, la longueur DB égale 
à B; puis, du point B comme centre, avec BA , ou A 
pour rayon, décrivez un arc de LE qui aille couper 
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Vautre branche en A; alors a lon nomme AD, X, on 
aura évidemment 


X=— VAT B’; 


c’est-à-dire que DA satisfera à la condition proposée. 
En combinant cette construction avec la précédente, 
on pourra construire toute expression de la forme 


s=ÿa + ce d+e...; 


c’est-à-dire dans laquelle le radical se trouvera enve- 
—Jopper la somme ou la différence d’autant de carrés que 
Pon voudra. Car d’abord , en réunissant les deux premiers 
carrés , on pourra leur substituer le carré B’? d’une ligne 
unique, qui sera lhypoténuse d’un triangle rectangle, 
dont les côtés seront les lignes A et B. Joignant ensuite 
B'* au carré suivant, que nous supposons affecté du 
signe négatif, la différence B°?— C* pourra encore 
être remplacée par le carré d’une ligne unique B” qui, 
cette fois, sera un côté du triangle rectangle dont B’ 
serait l'hypoténuse ,'et C l’autre côté; continuant ainsi 
à réunir les carrés successifs par somme et par diffé- 
rence , on finira par obtenir une ligne unique et LE 
tive, qui sera la valeur de X. 

Le même mode de construction peut se combiner 
avec ceux que nous avons exposés plus haut, et il est 
nécessaire de le faire lorsque le radical qui exprime 
linconnue x, enveloppe, outre des carrés, d’autres 


abc ; 
termes de la forme ab, ou TT comme serait, par 


exemple, Pexpression suivante : 





. 4ac? UE & É Le 
Dans ce cas, le produit —- devrait être décomposé 
(0 | 
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Bac 


: &ac à 
en “0 .c. Le premier facteur x se construit par une 


quatrième proportionnelle; ainsi, en nommant /’ la 
é 5.2 , ., 4ac? L ? 
ligne qui en résulte, le produit LUE devient L'c, et 


peut être remplacé par le carré b"? d’une ligne unique, 
qui s'obtient comme dans la page 13, au moyen du 
cercle. Le produit ef, qui est de même forme, peut être 
aussi remplacé par le carré c”? d’une ligne unique, 
qui s’obtiendra de la même manière; alors le radical 
ne contenant plus que des différences et des sommes 
de carrés, les seules propriétés du triangle rectangle 
suffiront pour en achever la construction. 

Pour ce qui précède , nous nous sommes borné à l’ex- 
position des principes généraux. Mais, dans les cas parti- 
culiers, les applications de ces principes peuvent souvent 
être simplifiées , soit par destransformations analytiques 
qui réunissent plusieurs termes dans une même con- 
Struction, soit par une combinaison avantageuse des 
termes à construire, soit enfin par un choix adroit 
d’inconnues. La résolution des problèmes nous offrira 
des exemples fréquens de ‘ces simplifications, et nous 
fournira ainsi l’occasion d’expliquer plus précisément 
les principaux artifices par lesquels elles s’obtiennent. 

9. Au moyen des procédés que nous venons d'exposer , 
on pourra construire immédiatement toute inconnue 
qui dépendra d’une équatien du premier degré; car la 
valeur d'une telle inconnue n'étant jamais exprimée 
que par les produits ou les rapports des quantités don- 
nées les unes avec les autres, elle n’exigera pour sa 
construction que des quatrièmes proportionnelles et 
des moyennes proportionnelles, deux choses que nous 
ayons appris à obtenir généralement. 

10. Mais les mêmes procédés suffisent encore pour con- 

2 


18 CONSTRUCTION 

struire géométriquement Îles racines d’une équation du 
second degré, dont les coefliciens ont des valeurs quel- 
conques, ét par conséquent aussi pour obtenir analyti- 
quement la solution géométrique de tous les problèmes 
qui conduisent à une parcille équation. Cest ce que 
nous allons montrer en parcourant successivement les 
différentes formes dont une équation du second degré 
est susceptible. 

Supposons, par exemple, que Von ait 
M Sût 0: (1) 
en résolvant cette équation par rapport à x, on trouve 
les deux racines 
x—œa+tV'a — b:, er a—Va =, 

D'abord, la partie ais de ces expressions peut être 
Cr ins représentée par un côté de triangle rec- 
tangle, dont la ligne À est l’hypoténuse, et la ligne B 
autre côté. Ainsi, pour lobtenir, traçons, fig. 10, une 
ligne indéfinie ZZ'; puis, en un point quelconque de cette 
Re , élevons-lui une perpendiculaire, à laquelle nous 
ap ad une longueur BC égale à B; enfin, du point C 
comme centre, avec À pour rayon, pur ere une cir- 
conférence de UE qui, généralement parlant, cou- 
pera la drôite indéfinie ZZ° en deux points X, X’, 
également éloignés du point B. Alors les US BX 


ou BX’ représenteront le radical ÿ/ A“ — B°. Consé- 
quemment , si, à partir du point B, lon ee sur ZZ, 

une longueur BA égale à A, la longueur AX ou 
A+V'A—B;, re eprésentera la première valeur de x; 

et AX’, où À — ÿ'AL-F B*, représentera la Séconde. 

Si la longucur pa te de la ligne B était telle, 
qu'elle fût égale à la ligne A, il est Er que les deux 
points d’intersection X, X”, se réuniraïent en un seul 
en B, ét ainsi le cercle ne couperait pas la droîte indé- 
finie ABX , mais il la toucherait seulement en ce point. 
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Alors les longueurs BX, BX',devenant nulles, les deux 
longueurs AX, AX', deviendraient égales entre elles et à 
la ligneunique À.Ces diverses modifications de la con- 
struction géométrique sont Pexpression fidèle de celles 
que Péquationproposéesubit par la nouvelierelation d’é- 
galité supposée entre les hgnes À ét B; car alors il faut 
süpposér atissi a — à, ce quirend nul leradical ÿ/ a*—&>, 
ét réduit les deux racmes à leur seul premier terme; 
de sorte qu’elles deviennent égales entre elles et à la 
valeur unique à. 

Enfin, si B surpassait À, le cercle décrit du point C 
comme centre avec À pour rayon, ne couperait pas du 
tout la droïte indéfinie AB. Les points X, X’, ne pour- 
raient donc pas s’obtenir dans cette circonstance, et 
ainsi la solution de la question proposée serait IMpos- 
sible. Cest aussi ce que l'équation entre les valeurs 
numériques montre; car, si d surpasse &, la partieradi- 


cale /a°— 0°, qu: est commune aux deux racines ; de- 
vient imaginaire, et conséquemment , les deux racines 
sont impossibles. 

La construction précédente, à laquelle nous avons 
été conduits par les valeurs des racines, aurait pu éga- 
lement se découvrir d’après inspection seule de Péqua- 
tion qui les déterminait. En effet, en changeant les 


signes dé cette équation , elle peut se mettre sous cette 
forme : 
x (2a — x) = 0? 


Alors, elle montre que la quantité connue 4 doit être 
moyenne proportionnelle entre les valeurs de x.et de 
24 — x. Cette propriété désigne ? comme l’ordonnée 
d'un cercle dont 2a est le diamètre , et x, 2&— x, les 
deux segmenhs coupés par l’ordonnée. Done, si, sur 24 
comme diamètre, on construitun pareil cercle AMM'A”, 
fig: 11, On n’aura qu'à élever à ce diamètre une perpen- 


2... 
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diculaire BC, dont on fera la longueur égale à d; puis, 
par le point C ainsi déterminé, on mènera une ligne 
indéfinie MCM', parallèlement au diamètre AA’; les 
points M ,M”, où elle coupera le cercle, seront les extré- 
mités des ordonnées b. Abaïssant donc de ces points les 
ordonnées elles-mêmes, on aura les points X, X, où 
elles couperont le Ain TS ; et les deux segmens 
EX, GX", représenteront les deux racines deléquation 
proposée. 

IL est évident que cette construction assigne précisé- 
ment à ces racines les mêmes valeurs que nous avons 
trouvées tout à l’heure; et même les deux constructions 
sont identiques, puisque le diamètre AA’de la fig. 12 
w’est autre chose que le diamètre EF de la fig. 10. Mais 
la nouvelle forme sous laquelle nous venons de la pré- 
senter, est généralement préférable, parce qu’elle 
permet de reconnaître les racines à la seule inspection 
de l'équation, et de les obtenir sans la résoudre. 

Si le second membre de léquation eût été positif au 
dieu d’être négatif , la construction fût devenue un peu 
différente. En effet , dans ce cas, on aurait 


x?— 924% = b?, (2) 


et les deux racines seratent 


x—a+Va + b?, x—=a—Wa +, 
alors la partie radicale seraït représentée non plus par 
le côté, mais par l’hypoténuse d’un triangle rectangle 
dont les lignes A et B seraient les côtés. Prenons donc, 
fig. 12, BD égal à B; puis , élevant au point B une per- 
pendiculaire BC AE à À, DC sera la partie radicale 
communé aux deux racines. Si, ensuite, du point C 
comme centre avec CB ou À pour rayon, l’on décrit 
une circonférence de cercle qui coupe la ligne DG en E;, 
et son prolongement en E', la longueur DE sera égale 
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à À +VAT E;,; ainsi, elle représentera la première 
valeur de x; mais le second segment DE’ étant égal à 
VA: + B?, — À ne représentera la seconde racine 
qu’en changeant son signe; c’est-à-dire que cette se- 
conde racine sera représentée par — DE’. 

Ici, Pinversion du signe n’est pas susceptible d’une 
interprétation directe, parce qu’en admettant, comme 
nous lavons reconnu dans une autre circonstance, 
qu’elle doit représenter une inversion de position, l’on 
ne voit pas à quoi celle-ci pourrait être rapportée, 
puisqu’il ne se présente ici aucune quantité dont DE 
doive être soustraite. Mais la dificulté de linterpréta- 
ion disparaîtra, si l’on considère la valeur actuelle 
de x comme un cas particulier d’une question plus 
générale dans laquelle les deux racines seraient 


x=a+ctVae +, x—a+c—Va +}, 
c représentant la valeur numérique d’une nouvelle 
ligne donnée comme les précédentes. Cette forme des 


racines ferait dépendre x d’une autre équation du se- 
cond degré , qui serait 


2° — 9(a + c) x = b? — oac — c’; 
et il est évident qu’en supposant c nul, on retombe- 
rait sur les mêmes valeurs que tout à l'heure. Dans ce 
nouveau cas, la construction de la partie radicale se- 
rait absolument la même, c’est-à-dire qu’en prenant 
encore DB, fig. 13, égal à B, et BC égal à A, l’hypoté- 
nuse DC représentera le radical V/A22B°, Alors dé- 
crivant une circonférence du point C comme centre, 
avec BC ou À pour rayon, la longueur DE sera 
AV A HR; et — DE’ sera À — VÉANUUBE 
Ainsi, pour avoir la première racine, il ne faudra 
plus qu’ajouter à DE la longueur C, ce qui se fera en 
portant cette longueur sur le prolongement de CD; 
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de D en F, et FE représentera C + A HV A + B:. 
Mais, pour avoir lautre racine, qui est égale à.... 
C+A—VA"+ B, il est évident qu'il faudra 
soustraire le segment DE’ de la ligne DF, ce qui 
se fera en portant ce segment sur la ligne DF, à 
partir du point D, en sens contraire de la position 
que la construction immédiate lui assignait d’abord. 
Alors en supposant que son extrémité tombe en E", le 
segment FE” scra égal à C + A —4/ AT 47 B?, cest-à- 
dire qu’il représentera la seconde racine; et ce segment 
lui-même se présentera ainsi avec une valeur positive, 
si la soustraction est possible , c’est-à-dire si la ligne C 
ou DF surpasse DE"; mais avec le signe négatif, si la 
soustraction ne peut être complètement effectuée, c’est- 
à-dire si DE’ surpasse DF; ce cas était précisément ce- 
lui qu'offrait la question précédente, puisqu'alors la 
longueur de la ligne € était nulle. 

En général, lorsque PAlgtbre attache à une.quantité 
ou à un résultat le signe négatif, c’est toujours indice 
dune soustraction à faire. Si l'expression analytique 
dans laquelle cette opération entre, renferme des gran- 
deurs positives sur lesquelles elle puisse être effectuée, 
alors l'indication du signe est satisfaite. Mais si elle ne 
peut Petre complètement, le signe reste pour indiquer 
la partie de lopération qui demeure à faire encore. 
Dans ce cas, si lon veut interpréter le résultat analy- 
tique jusque dans Pindication de ce signe, il faut con- 
cevoir une question plus générale que la proposée, et 
dans laquelle il existe des quantités sur lesquelles Popé- 
ration de la soustraction indiquée soit complètement 
possible. Alors, en Peffectuant, vous réalisez le résultat 
qu’elle indique; eten rendant ensuite nulles les quantités 
qui vous avaient servi à le réaliser, vous comprenez aimsi 
la signification qu'il faut lui attribuer dans tous les.cas. 
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Îci, comme dans le cas précédent, la signification 
et les valeurs des racines auraient pu étre reconnues 
par la seule inspection de l'équation proposée, sans qu’il 
fût besoin de la résoudre. En effet, cette équation 

x? — 24ax = b* 
pouvait être mise sous la forme 

x (x— 24) = b*. 
Alors, il devient évident que Pinconnue + x peut se 
construire par cette propriété du cercle : le produit de 
la sécante entière +-x, par sa partie extérieure 4x — 24 
égale le carré de la tangente b. Ainsi, ayant décrit un 
tt fig. 12,ayec un rayon CB égal à & ,on lui mènera 
en un + cree B une tangente à laquelle on 
donnera une longueur BD égale à b; puis, par le point D 
et le centre C menant la sécante DCE’, la partie en- 
tière DE représentera + x, et sera ainsi lune des ra- 
cines de l'équation. 

Mais cette même construction donne aussi l'autre ra- 
cine en changeant son signe. En effet, écrivez — x” à la 
place de + x dans l'équation proposée, elle deviendra 


x" (x° + 24) = b?. 

Alors + x’ sera représentée par la partie extérieure DE” 
de la même sécante que nous venons de construire tout 
à l'heure; par conséquent, — x" ou + x le.sera par 
— DE; ; AINSI, les deux lignes + DE, — DE’, sont 
les E racines de l'équation proposée. C’est, en eflet, 
à ce résultat, que nous avait déjà conduits la el nr 
tion des valeurs mêmes des racines. Seulement linter- 
prétation immédiate de Péquation est plus rapide. Tou- 
tefois, lorsque les coefficiens sont composés de plusieurs 
lettres, il est quelquefois plus avantageux de construire 
les racines mêmes , à cause des ré apres qui s’opèrent 
dans la quantité affectée du signe radical. 

Dans tous Îles exemples précédens, nous avons consi- 
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déré des équations où le coefficient de la premiere puis- 
sance de x it censé négatif. Mais si ce coeflicient était 
positif, les mêmes principes s’appliqueraient également à 
la construction desracines. Supposons en effetque lon eût 

x? Æ 2ax = b?. (3) 

la résolution de cette équation donne pour les racines 
ces deux valeurs : 


XL = — a+V'a ZE 6, x——a—V a +, | 
La première se construit précisément comme dans la 
fig. 12, et elle est représentée par DE”; la seconde étant 
prise négativement, est représentée par DE , ou, si on 
Pénonce sans changer son signe, elle est représentée 
par — DE. | 

Ainsi, toute la différence qu’il y a entre la construc- 
tion de cette équation et celle de l’équation 

x? — 2ax = b? (2) 
qui avait donné naissance à la figure 12, c’est que la 
ligne DE qui représentait la racine positive de celle-ci, 
représente maintenant la racine négative de l’équa- 
tion (3), tandis qu'au contraire , la ligne DE” qui re- 
présentait la racine négative, représente maintenant la 
positive. Le signe seul de cette représentation est donc 
interverti, et non les valeurs mêmes. Cette inversion 
est en effet l’expression fidèle de la dissemblance analy- 
tique qui existe entre les deux équations; car la seconde 
n’est autre chose que la première, dans laquelle on a 
changé + x en — x; c’est-à-dire dans laquelle on a 
changé la racine positive en négative, et réciproque- 
ment. On voit encore que la construction quidonne ces 
racines, peut se conclure immédiatement par lPinspec- 
tion de l'équation (3) elle-même , sans qu’il soit besoin de 
la résoudre. Car il suffit, comme tout à l'heure, de la 


mettre sous la forme 
x (x ga) = L?. 
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Alors, l’inconnue + x peut être considérée comme la 
partie extérieure d’une sécante, dont la partie inté- 
rieure est 24, la longueur de la tangente correspondante 
étant b; ce qui s'accorde précisément avec la con- 
struction à laquelle nous avons été conduits en consi- 
dérant l'expression même de la racine positive, laquelle 
était — a+y/a ÆB. 

L'autre racine s’obtiendra pareïllement , en observant 
que si l’on change + x en x” notre équation devient 

x” (x°— 2a) = b?. 

Alors, elle montre que +- x’ a précisément la propriété 
attachée à la sécante entière DE; d’où il suit que — DE 
représente — x’, et par conséquent + x, c’est-à-dire 
la seconde valeur de l’inconnue x. 





CHAPITRE Il. 


Application des principes précédens à la 
résolution et à la construction de quelques 
Problèmes de Géométrie déterminés. 


11. Jr prendrai d’abord pour exemplexdes problèmes 
qui ne conduisent qu’à des équations du premier degré; 
tel est le suivant. 

Etant donnés la base d’un triangle et sa hauteur, 
trouver le côté du carré inscrit. 

Soit, fig. 14, ABC le triangle proposé , dont AC est la 
base, et BH la hauteur. Puisque les longueurs de ces 
lignes sont données, représentons la première par à, 
la seconde par 2, l’une et l'autre étant exprimées en 
parties de Punité de longueur. Désignons de même par x 
le côté DE, ou EF, ou FG, ou GD du carré inscrit, et 
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cherchons d’après la nature du problème, quelque 7 
tion entre D, , et l’inconnue x. 

Cest à quoi nous parviendrons , en considérant que 
le côté EF du carré devant être parallèle : à la base AC, 
les triangles EBF, ABC, doivent être semblables. Or, 
dans des triangles semblables, les bases sont entre elles 
comme les hauteurs; on aura donc ici 


AC : BH :: EF : BI, 
où en exprimant ces lignes par leurs valeurs numé- 
riques, 
bihiix: h—x. 
En égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, 
cette proportion donne 


HG oh — dx; 
d’où Pon tire 
jen bA 
"TT A) 


La valeur numérique de x se trouye donc complète- 
ment déterminée par la condition que nous venons 
décrire en Algèbre, et Von pourra la calculer daprès 
cette expression, éque les valeurs de à et de 2 seront 
données. 

Mais on pourra également , d’après cette expression, 
Vobtenir par une construction géométrique; car il en 
résulte évidemment que le côté du carré cherché ou x, 
est une quatrième proportionnelle à b + h,beth, la- 
quelle pourra se construire par Pun des procédés em- 
ployés fig. 3, 4, 5. Pour le faire le plus élégamment 
possible , il faudra, parmi les diverses dispositions 
de lignes que ces procédés permettent, choisir quel- 
ques-unes de celles qui placent la ligne X de manière 
quon puisse Pappliquer avec le plus de simplicité à Ha 
figure proposée. Par exemple, cn employant le mode de 
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construction de la figure 5, on pourra, fig. 15, prolonger 
la base AC ou B d’une quantité CB’ égale à H; puis, 
élevant aupoint B'nne perpendiculaire B'H'aussi égale 
à H, on joindra À avec H', et par le point C me- 
nant CI” parallèle. à B'H”, ce sera le côté du carré cher- 
ché; lequel setrouvera ainsi placé perpendiculairement 
à la base AC du triangle. Donc, lorsque celui-ci sera 
donné, ilm’y aura qu'à mener par le point 1'une paral- 
lèle à la base AG; et les points où cette ligne coupera 
les côtés du triangle, seront Let F; de ‘sorte que le 
carré:se trouvera inscrit en même temps que connu. 

Il faut remarquer que cette solution n’emploie pour 
donnée que la base et la hauteur du triangle, sans y 
faire entrer pour rien Pinclinaison des côtés AB, BC 
sur la base. Les deux lignes ACet BH étaient en effet 
les seuls élémens que nous avons supposés connus. Or, 
puisqu'elles suffisent pour déterminer le côté du carré 
inscrit, il s’ensuit donc que ce carré est le même pour 
tous les triangles ABC, A'B'C', A"B"C", fig. 16 , que l’on 
peut construire avec la base AC ét la hauteur BH. De 
plus, dans tous ces triangles , le lieu où le carré doit 
être placé, sera déterminé par Pintersection des côtés 
avec la même parallèle menée par L” à la base AC. Seu- 
lement on voit, par la figure même, qu’au-delà de cer- 
taines limites d’inclinaïison des côtés sur la base, Pin- 
scription du carré, dans l’intérieur du triangle , devient 
impossible, parce que Pun de ses côtés, tel que ED”, 
par exemple, tombe en déhors de Pespace que le triangle 
contient ; et il devient évident, par cela même, que le 
dernier cas d'inscription intérieure a lieu lorsqu'un des 
côtés AB ou BC devient perpendiculaire sur la base. 
Ceci met donc réellement une limitation à la question 
géométrique. Mais cette limitation ne pouvait pas être 
indiquée par l'expression analytique de x, parce que 
la condition de laquelle cette expression est tirée, con- 


28 PROBLÈMES 


siste seulement dans la similitude des triangles ABC, 
ÆEBF; similitude qui subsiste encore ,quand Pinclinaison 
des côtés AB, BC sur la base , ne permet plus d'inscrire 
le carré dans l’intérieur du triangle ABC. 

Si, au lieu de donner seulement la base à et la hau- 
teur L, on particularisait complètement le triangle ABC 
dans lequel le carré doit être inscrit, on pourrait pro- 
fiter des lignes qui composent ce triangle pour con- 
struire la valeur de x plus élégamment que nous ne 
venons de le faire. En effet, si ABC, fig. 17,4est le 
triangle donné, prolongez , comme tout à lheure; la 
base AC ou à d’une quantité CB’ égale à 2, en sorte que 
AB soit toujours égale à b + }; mais , au lieu de mener 
par le point B’ une ligne perpendiculaire à la base, me- 
nez-en une parallèle au côté BC. Alors toute ligne APQ 
menée par le point A et terminée à cette parallele ; sera 
Ra , PET 
coupée au point P; de manière que le rapport -— sera 


ÀQ 


toujours égal à cp”, Maintenant, parmi toutes les 
T7 b+h « 


sécantes que l’on peut mener de cette manière ,à partir 
du point À , il est facile d’en choisir une AK , dont Pin- 
clinaison di telle , que la perpendiculaire F G, menée 
de son premier point d’intersection F sur la fee soit 
précisément la valeur de x. Car il suffit, pour él: de 
prendre le point K de manière que la mn: per 
KN abaissée de ce point sur le prolongement de la base, 
soit égale à 2; ce qui se fera en le déterminant par lin- 
tersection nt ligne BK , menée par le sommet B du. 
triangle par mir d aus à fs base. En effet ,si cela a lieu, 
on aura à la fois les deux proportions 

AF:AK:: bo : b+, 

AF : AK :: FG : z; 


conséquemment , 


FG: 2:06: 04h; 
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NX | OÙ be on 

d’où FG = DTA 5 
ce qui est précisément la valeur de x. Il est facile de 
voir à posteriori que la ligne FG ainsi déterminée , est 
en effet le côté du carré inscrit au triangle; car, par la 
manière dont la ligne AK est construite , elle se trouve 
être telle que, si d’un quelconque de ses points, tel 
que K, on mène deux lignes, l’une perpendiculaire, 
Pautre parallèle à la base AC, les portions KN , KB de 
ces lignes, interceptéees entre AC d’une partet le côté AB 
de Pautre, sont égales entre elles. Le sommet F du 
carré inscrit au triangle ABC , doit donc se trouver sur 
la ligne AK, puisqu'il doit jouir de cette propriété 
que FG égale FE; mais il doit se trouver aussi sur le 
coté BC du triangle; il est donc l'intersection de ce 
côté par la ligne AK. Or, pour obtenir le point K, il 
suffit de mener par le sommet B du triangle une ligne 
parallèle à sa base, et de prendre sur cette ligne une 
longueur BK égale à 2, puis, de joindre AK. Cest donc 
à cela que se réduit, en définitif, tout l'essentiel de la 
construction. 

On pourrait, avec une égale simplicité, construire x 
de manière qu’elle se trouvât donner immédiatement 
le côté DE du carré qui est opposé à FG. Le pro- 
cédé représenté fig. 18 est absolument analogue 
au précédent. Pour cela, prolongez la hauteur BH 
ou Z d’une quantité HB’ égale à la base AC ou à du 
triangle. Alors , BB” représentera d + A. Cela posé, si 
du point B” on mène une ligne indéfinie parallèle à AC, 
toute ligne BPQ menée par le sommet B, et terminée 
à cette parallèle, se trouvera pue en P, demanière 


| {SP BP 
BP APPUI BQ L = FR 


toutes les sécantes que l’on peut mener de cette manière, 


sera égal à -——. Donc, si parmi 
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on choisit BC’, menée par le sommet C’ du carré con- 
struit sur AC, la ligne DE parallèle à AC”, sera pré- 
cisément la valeur de x, puisqu’on aura à la fois 

BD: BC':: A: b+, 

BD : BC’ :: DE : 0, 
conséquemment , 

DE :0::h:bÆ#}; 

bh 
D - + Er 
ce qui ést précisément la valeur de x. 

Il arrivé souvent, comme dans ces deux exemples, 
que Von peut simplifier la construction d’une expres- 
Sion analytique, en substituant aux rapports connus 
qu’elle renferme, et qui ont lieu entre des lignes don- 
nées par le problème, des rapports équivalens, mais 
formés par des lignes indéterminées, que l’on choisit 
ensuite, de titre que linconnue que l’on cherche 
sé trouve placée le plus convenablement possible pour 
la question géométrique que lon veut résoudre. 

12. Les constructions dont nous venons de faire usage 
serviraient encore, avec de très légères modifications , 
pour résoudré un problèmeanalogue au précédent , mais 
plus général , qui consiste à inscrire dans un triangle, 
non plus un carré, mais un rectangle dont le rapport 
des côtés ést donné. En effet, soit ABC, fig. 19, le 
triangle proposé dont on connaît seulement la bâse 
et la hautéur /:: désignons par x le côté du rectangle 
cherché, qui devra être perpendiculaire à la base, c’est- 
à-diré DE, ét par y, le coté EF, qui lui sera parallèle. 
La comparaison des triangles SEM ABC, ÉBF, 
donnérä, cémme tout à l’heure, 

AC : BH :: EF : BI, 


qui devient ici 


d’où DE — 


DES R S Y AR RTS 


DE GÉOMÉTRIE DÉTERMINÉS. 31 
d'où lon tire 
hy = Dh — br. 


Mais sin exprime le rapport qui doit exister entre les 
côtés EF et DE du rectangle, il faudra qu’on ait 


= op 6 ob HS 


Chassant donc y dela première équation, avec cette va- 
leur, et dégageant x, il viendra 


—— bh e 
X —= ROMPT 5 

expression précisément de même forme que dans le 
dernier problème, à cela près que le rapport » était 
alors un rapport d'égalité; les mêmes procédés nous 
serviront donc encore pour ji construire, comme il est 
facile de s’en convaincre, et donneront Tieh à à des li- 
. mitations pareilles. Pour one un seul exemple de cette 
analogie, supposons que l’on veuille employer le mode 
de construction de la fig. 17; alors on mènera par le 
sommet B du triangle, fig. 20, une ligne parallèle à la 
base, et l’on prendra sur cette ligne une longueur BK 
égale à 24; puis, menant AK, qui coupera BCen F, 
FG sera x et EF y. On appliquerait avec une facilité 
égale nos deux autres constructions. Dans cette opéra- 
tion , j’ai supposé que Pon prenait immédiatement A, 

puisque 7 étant un nombre abstrait qui exprime un rap- 
port, zh est un multiple connu de Z; et par conséquent 
une ligne connue. Néanmoins, si l’on voulait obtenir 
mème ce multiple par une construction géométrique , 
il faudrait remplacer le nombre abstrait » par le rap- 
port géométrique de deux hgnes N et à, dont la se- 
conde , par exemple, serait l’unité de longueur, et la 
première , une ligne égale à » fois cétte unité. Alors le 


: : : N 
produit nA traduit en lignes, prendrait la forme : 
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et il exprimerait une quatrième proportionnelle aux 
lignes à, N et H, laquelle se construirait par une quel- 
conque des méthodes exposées fig. 3, 4 et 5. 

13. Il y a des questions géométriques dont la nature 
semble devoir être beaucoup plus compliquée que les 
précédentes, et qui cependant, lorsqu'elles sont écrites 
en analyse, conduisent à des résultats aussi simples; 
telle est , par exemple, la suivante. 

Mener une tangente commune à deux cercles donnés 
et situés dans un même plan. 

Soient, fig. 21 et 22, C, C’, les centres des deux 
cercles , CM, CM leurs rayons; il y aura deux manières 
de leur mener une tangente commune; extérieurement 
comme dans la fig. 20, intérieurement comme dans la 
fig. 21. Considérons successivement ces deux cas. 

Dans le premier , fig. 21, si l’on suppose le problème 
résolu , et que MM soit la tangente commune, prolon- 
gez cette tangente jusqu’à ce qu’elle aille rencontrer 
quelque part en T la droite indéfinie CC’, menée par 
les centres, ce qui aura évidemment lieu du côté du 
plus petit des deux cercles; puis, menant à chacun des 
points de tangence les rayons CM, C'M";, les angles CMT, 
C'M'T seront droits par la condition du contact avec le 
cercle; ainsi, les deux triangles CMT, C'M'T seront 
rectangles; et comme ils ont, en outre, angle T com- 
mun, ils seront semblables; ce qui donnera la pro- 
portion 

CM : CM :: CT): CT. 
Les rayons CM , C'M” sont connus, ainsi que la distance 
CC’ des centres; nommons done CM, r ;, CM”, r’;, CC’, a, 
et CT, x; alors CT sera x — a, et la proportion pré- 
cédente viendra 
T'olios À 0% ID 
d’où Pon tire ; 
IX T4 TX; 


2e ar 
et enfin, X = — ; 


d'où l’on voit que la distance CT ou x est une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes r — 7°, a, et 7. 
On l’obtiendra donc par une des constructions expli- 
quées fig. 3, 4,5; mais la dernière de ces constructions 
est celle qui s'applique ici avec le plus d'élégance. En 
effet, par les centres C, C’, fig. 23 , menez deux rayons 
CN, CN’, parallèles entre eux , et dirigés d’ailleurs 
dans un sens quelconque , la ligne NN”, qui joindra les 
extrémités de ces rayons, ira justement couper la ligne 
‘des centres au point cherché T ; car les triangles CNT, 
CNT, quoique n’étant plus rectangles en N , N’, y au- 
ront cependant un angle égal; et, comme ils auront 
toujours l'angle T commun, ils seront encore sem- 
blables , comme tout à l’heure, et donneront précisé- 
ment la même proportion que nous avions établie plus 
haut. On peut encore faire sentir plus immédiatement 
laccord de cette construction avec l’expression algé- 
brique de x, en menant par le point N° une parallèle 
N'D à la ligne des centres; car, dans le triangle N'DN 
ainsi formé, N’D représentera a, ND , r — 7"; etcomme 
d'ailleurs ce triangle sera pareillement semblable au 
triangle CNT, on aura, en les comparant l’un à l'autre, 


ND : DN’ :: NC: CT, 
ou rm pig 3m CT; 


d'où l’on'tire, 





r — 7? 
c'est-à-dire, précisément notre valeur de x. Ainsi, 
. lorsque le point T aura été déterminé par cette con- 
* struction; il ne restera plus qu'à mener de ce point 


3 
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une tangente à lun des deux cercles; cette tangente 
se trouvera être aussi commune à l’autre; et comme on 
peut mener du point T deux pareilles tangentes , lune 
au-dessus, l’autre au-dessous de la ligne des centres, 
on voit que la question géométrique admettra deux 
solutions. 
Si lon suppose que le rayon r du premier cercle reste 
-constant , ainsi que la distance des centres , le produit ar 
restera constant, Mais si l’on fait en même temps varier 
le rayon 7 de manière qu’il approche de plus en plus 
dêtre égal à r, la différence r—1" deviendra de plus en 
plus petite, et rendra ainsi la valeur de x de plus en plus 
grande, puisqu'elle y entre comme dénonunateur. Cela 
signifie que, plus les deux cercles s’approchent d’être 
égaux, plusl intersection de leur tangente commune avec 
laligne des centres s'éloigne. C’esten effet ce quiest évi- 
dent par la construction même. Enfin, quand les deux 
rayons deviennent tout-à-fait égaux, le dénominateur 
r— r' est tout-à-fait nul, et la valeur de x devient in- 
finie; c’est-à-dire que la tangente commune MM’ et la 
ligne des centres ne se rencontrent qu'à une distance 
infinie, ou, en d’autres termes, deviennent parallèles 
lune à Pautre. 

En continuant à faire croître 7’, notre expression 
algébrique de x éprouve une modification toute nou- 
velle. Sa valeur n’est plus infinie, comme tout à heure; 
mais elle devient négative de positive qu’elle était d’abord. 
Cette inversion de signe répond à jne inversion de posi- 
tion dans la soutangente CT. En effet, lorsque nous ayons 
formé notre proportion par la comparaison des triangles 
CMT ,C'M'T, fig. 21,nous avons considéré le point d’in- 
tersection T comme situé du côté du cercle dont le rayon 
était C'M'ou 7’; et ainsi, l’expression analytiqué que 
nous avons obtenue pour CT ou x, était implicitement 
conforme à cette supposition, Maintenant , par le chan- 
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gement que nous introduisonsdans la valeur du rayon’, 
il se trouve que le point T ne doit plus être placé de ce 
côté des centres , mais du côté opposé; l’expression al: 
gébrique ne peut donc plus continuer à lui donner une 
valeur conforme à notre première supposition, qui est 
devenue impossible. Mais comme, dans la nouvelle si- 
tuation que prend da ligne CT, sa relation avec les 
rayons et la distance des centres reste essentiellement 
la même, la généralité de lAlgèbre fait qu’elle est 
toujours comprise dans la même expression, dont le 
signe se trouve seulement modifié comme il aurait dû 
Pêtre, et comme il laurait été naturellement , si l’on 
æût établi le raisonnement sur ce nouveau cas , au lieu 
de lui appliquer par extension la formule qui avait 
été faite sur le premier, où la soutangente CT avait 
une position inverse. 

La détermination du point T, relatif aux tangentes 
intérieures , fig. 22, s’obtiendra par des considérations 
absolument pareilles , avec les seules modifications qui 
sont nécéssitées par la différente position des lignes et 
des triangles que lon compare. Alors, en appelant tou- 
jours CT x, et conservant d’ailleurs les mêmes dénomi- 
nations que précédemment pour les rayonset la distance 
des centres, les triangles CMT , C'M'T, seront encore 
semblables et donneront la proportion 

CM : CM :: CT : CT, 

ou Mis Ni 4SS x vé A x; 
d’où Yon tire 

ot er 

Te rep 7° 

Cette expression se construira d’une manière tout-à- 
_ fait analogue à celle que nous avons employée pour 
les contacts extérieurs. Par les centres C, C’, fig. 24, on 
Z 


De 





2. 4% 


d'où CET 
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mènera deux rayons parallèles CN , CN’, dirigés suivant 
un sens quelconque. On joindra les points NN’ par une 
droite, et le point T où cette droite coupera la ligne 
des centres, sera celui à partir duquel les tangentes 
doivent être menées. Il sera en effet facile de voir que 
cette construction détermine CT par une proportion 
identique avec celle que nous avons posée pour x. Mais, 
de plus, on peut également en faire sentir l’accord avec 
expression algébrique de x; car il n’y a qu’à, par le 
point N°, mener N'D parallèle à la ligne des centres, et 
la terminer au prolongement de CN. Alors DN° re- 
présentera a; ND, r + 7’, et les triangles semblables 
NDN’,NCT, donmsodt 


TH ra: reel 

ar 
rh? 
c’est-à-dire précisément la valeur même que nous avons 
trouvée pour x. 

14. Les questions précédentes, quoique très faciles, 
peuvent déjà indiquer généralement la marche que 
lon doit suivre pour exprimer par l'analyse les condi- 
tiôns des problèmes de Géométrie. C’est exactement la 
même que l’on suit en Algèbre pour mettre les pro- 
blèmes numériques en équation. +4 

On commence par reconnaître toutes les lignes con- 
nues ou inconnues qui doivent entrer dans re solution 
du problème , et on choisit des lettres. pour les repré- | 
senter. Si l’on a réellement considéré toutes ces quan-. 
tités , 1l doit exister entre elles certaines relations, cer- 
tains rapports, qui permettent de les déduire les unes 
des autres. On cherche d’après les règles de la Géomé- 
trie, quelle marche il faudrait suivre , quelles opéra- 
tions il fauctrait faire pour établir ainsi leur dépendance 
mutuelle : à mesure que l'on découvre ces opérations, 
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on les écrit algébriquement. Le résultat vous conduit 
toujours à trouver l’expression algébrique dune des 
quantités. connues ou inconnues par le moyen des 
autres; alors vous égalez cette quantité à la lettre qui 
la représente, précisément comme si vous aviez voulu 
la vérifier : vous obtenez ainsi une équation entre les 
quantités connueset inconnues du problème ;et , lorsque 
vous avez formé de cette manière autant d'équations 
que d’inconnues, le reste s’achève- parles règles ordi- 
naires de PAlgèbre. 

La véritable difficulté de ces sortes de: problèmes. 
m'est pas proprement de trouver les relations qui exi- 
stent entre les lignes, car ces relations sont naturelle- 
ment indiquées par l'énoncé de la question. Nous ver-. 
rons même que lon peut toujours, sans aucun artifice 
particulier, obtenir l'expression de ces rapports, et 
mettre les problèmes en équation, en désignant d’une 
manière analytique la marche et la combinaison de 
toutes les lignes qui donnent par leurs intersections 
les quantités cherchées. Mais, ce qui exige une adresse 
particulière , ce qui fait proprement Part de Panalyste ;. 
c’est de découvrir la route la plus expéditive pour pas- 
ser des connues aux inconnues, et de saisir , parmi tous 
les rapports qui les unissent, ceux qui sont plus propres 
à être exprimés par le calcul. Jaurai, dans le cours 
de cet Ouvrage, de fréquentes occasions d’appliquer ces 
remarques et d’én montrer la vérité par des exemples : 
pour le moment, je ne veux que la faire-pressentir. 

15. Jusqu'ici les questions que nous ayons traitées ne 
dépendaient que d'équations du premier degré. Nous 
allons maintenant en considérer de même quelques- 
unes qui dépendent du second. Une des plus simples 
que lon puisse se proposer , est la suivante. 

Construire un rectangle dont on connait Ja surface 
et la différence des côtés. 
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Soit x le plüs grand des côtés inconnus de ce rec- 
tangle , 24 son excès sur le plus petit côté; en sorte que 
Pexpression de celui-ci soit x — 24. Noos ble côté 
du carré dont la surface doit être la même que celle du 
rectangle ; la condition de cette égalité immédiatement 
énoncée en langage algébrique, donnera l'équation 


x(x—2a)—0, ou x— oax = b", 
de laquelle on tire pour x cés deux valeurs: 
s—=a+Va +, x = à —% a + D. 

Ce sont précisément les mêmes que nous avons déj# 
considérées, page 20 > et que nous avons construites 
par la fig: 12, La première est représentée par DE dans 
cette PE la seconde Pest par — DE’. Or ;ilest fa- 
cile de vérifier que a HV ET, où DE, ést en effet 
le plus grand côté du rectangle demandé; car si 
lon en retranche la différence donnée 5a; lé reste 
— a HV a+ 0 devra exprimer le plus petit côté; 
et, en effet, le produit de cés deux quantités, l’une par 
l'autre, produit qui exprimé la surface du rectangle , 
se trouve égal à db”, comme lérioncé de la question 
l’exigeait. 

Ce sesleu] nous apprend, de plus, que la secoride valeur 





de x,oua— V/a + d?, étant prise avec un $igne con- 
traire , représente le plus petit côté du rectangle; c’est 
aussi ce qu’il est facile de confirmer par la construction 
même ; car nous avons vu que cette seconde racine, prise 
avec uñ Signe contraire, ést représentée par DE’, fig.12. 
Or, dans le cercle E'BE, le produit de la sécante CE EE 
DE ypar sa partie extérieure DE’,est en effet toujours égal 
au carré dela tangenteDB, Re est ici égal à D”, Mean 
dans la construction, l’on a pris DB Arte à à. Mais 
on peut se demander pourquoi ce petit côté, que Pon. 
wavait pas pris pour inconnue, et que même on 
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wavait pas eu lintention d'introduire immédiätement 
dans ‘les conditions analytiques, sy est cependant 
trouvé compris seulement avec une inversion de signe. 
C'est que PAlgèbre, par sa nature, ne dénne pas seule- 
ment la valeur des meonnues que lon a éu l'intention 
de chercher ; et que l’on à voulu déterminer en les assu- 
jettissant à la condition exprimée par l'équation dont 
on les fait dépendre; mais, en vertu de sa généralité, 
elle donne en même temps les valeurs de toutes les 
inconnues qui peuvent satisfaire à la condition analy- 
tique que on a établie ; et celà arrive ainsi, parce que 
cette condition est la seule chose qui spécifie réellement 
la nature du problème que lon à voulu résoudre, et qui. 
endétermine l’énoncé définitif , quelle que puisse être la 
multitude ét ladiversité des considérations qui ont servi 
de passage pour y arriver. Dans la question actuelle ,. 
par exemple, äÿant pris pour inconnue le plus grand 
côté du rectangle cherché, nous avons trouvé que sa. 
valeur dépendait de l'équation 


x —.9ax = b?; 


c’est-à-dire que cette valeur étant substituée au lieu: 
de x, devra satisfaire à Pégalité que l'équation exprime. 
Or, si, parmi toutes les combinaisons analytiques 
que l’on peut former avec les lettres a et d , il en existe 
quelqu'une qui, sans représenter le grand côté de 
nôtre rectangle ; où iême sans avoir aucun rapport 
géométrique avec sa construction , soit cependant telle ,. 
qu'étant substituée au lieu de x, elle satisfasse aussi à 
la même équation dont ce côté se trouve dépendre , 
il est évident que cette combinaison, que nous n’avions 
pas en vue, et que nous n’avions peut-être même pas. 
soupconnée, nous devra être également donnée par la 
résolution. générale dé notre équation: C'est là préci- 
sément cé qui arrive dans la question actuelle, où la. 
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fonction a —4W/ a: = LE», quoique n’exprimant point le 
grand côté de. notre rectangle, se trouve néanmoins 
être une racine de la même équation du second degré 
à laquelle la valeur de ce côté doit satisfaire. IL faut: 
bien que la résolution générale de équation nous la- 
donne en même temps que cette valeur. Maintenant, 
par quelle rencontre arrive-t-il que la fonction dont il 
s'agit étant prise avec un signe contraire, représente: 
le petit côté de notre rectangle? Cest que sil nous, 
avait plu de représenter ce petit côté par — x, comme 
nous aurions bien été les maîtres de le faire, la nouvelle: 
inconnue x se serait trouvée dépendre de la même équa- 
tion du second degré, à laquelle le grand côté est as- 
sujetti. En effet, dans cette supposition, le plus grand 
côté eût été exprimé par — x + 2a; et en multipliant. 
cette expression par — x, puis égalant le produit au, 
carré D*, nous aurions eu pour déterminer x, 


— % (— x —+- 24) — bd, où x°— 9ax — b?; 


c’est-à-dire précisément la même équation que ci-des- 
sus. Ainsi, quoiqu’en formant cette équation, nous 
n’ayons eu en vue que le plus grand côté de notre rec 
tangle, la résolution algébrique doit en déduire aussi. 
l'expression du petit côté en changeant son signe, 
puisqu’ainsi modifiée, elle y satisfait également. Mais, 
mous devons conclure de là, comme conséquence géné- 
rale, que, lorsqu'on a résolu complètement l'équation. 
algébrique de laquelle dépend un problème de Géo- 
métrie , 1l faut discuter successivement les xacines. 
ainsi obtenues, en les appliquant à la question parti- 
culière que l’on a voulu résoudre, afin de reconnaitre 
parmi ces racines celles qui expriment réellement Pin- 
connue que l’on cherche, et celles qui expriment d’au- 
ires quantités applicables ou non au même problème, 
mais analytiquement dépendantes de la même équation, | 
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16.0n aura un exemple de ces solutions analytiques 
tout-à-fait étrangères, dans la question suivante : Par- 
tager une ligne donnée en deux parties telles , que la 
première soit moyenne. proportionnelleentre la ligne 
entière et l’autre partie. 

Soit , fig. 25, BD la ligne donnée, dont nous repré- 
senterons par à la longueur; appelons x le premier 
segment inconnu DX ; puisqu'il doit être moyen propor- 
tionnel entre DB , qui est 2, et BX, quiest b— x ,on aura 


= b(b—x), ou 2° bx = lb; 


ce qui doune’pour x les deux racines | 





Ces expressions sont un cas particulier de celles que 
nous ayons considérées page 24, et que nous avons 
construites fig. 12; seulement la ligne BC, qui alors 
avait une valeur quelconque égale à a, se trouve ici 
égale à +d; c’est-à-dire à la moitié de BD. Le système de 
construction sera donc le même, à cette seule circon- 
stance près ; ainsi, à l'extrémité dela ligne BD, fig. 25,on 
élèvera une perpendiculaire BC égale à :b , ou à la moitié 
de BD; puis, joignant les points D et C, la ligne DC 





2 


: | k b n? 
représentera la partie radicale 3 + ru Alors, si, 


du point C comme centre, avec BG pour rayon, vous 
décriyez une circonférence de cercle, la ligne DE’ re- 





f E ; b b° 
présentera la première racine NN — b? +- Z? et 
la ligne DE, prise avec un signe contraire, c’est-à-dire 


| ; b: rt ART 
rl DE , représentera l'autre 'AÇINC — > — / b? + F4 


1e) PROBLÈMES 


il ne reste donc plus qu'à faire lapplication de ces 
lignes à notre problème géométrique. Or;il est facile de 
voir que la racine positive DE y satisfait, et représente 
le premier segment DX ; car d’abord ; étant plus petite 
que la ligne entière db, elle peut s’en soustraire; de 
plus, si l’on effectue cette soustraction, le reste sera 
3b ALES 2 

—— 1/ b° 75 et cereste, toujours positif, étant mul- 





tiplié par D, donnera pour produit 5 — b Ve + : > 


ce qui est en effet égal au carré de — $ — / D? + L 


ou de DE”, comme l’exigent les conditionsfondamentales 
du problème. Si donc du point D comme centre,ayec DE” 
pour rayon, vous décrivezune circonférence décercle qui 
viendra couper la ligne donnée DB enX , le segment DX. 
égal à DE’, sera le premier segment cherché, ét le reste 
BX sera l’autre segment. Cette construction est précisé- 
ment celle que l’on donne dans les élémens de Géomé- 
trie, pour couper une ligné donnée en moyenne et 
extrême raison. En effet , les conditions d’une telle opé- 
ration sont exactement st que nous avons établies. 
par notre énoncé. 

Maintenant, si nous discutons l’autre racine, qui est 
toute négative, nous voyons d’abord que cette particu- 
larité nous la désigne comme n’étant pas applicable à la 
question géométrique que nous nous sommes proposé: 
de résoudre. Car aÿant supposé dans notre construc- 
tion que le segment BX devait être porté de D versB, 
si l’Algèbre lui donne une valeur négative, cela signi- 
fiera donc qu’il doit être porté en sens contrairede notre 
supposition , c’est-à-dire de D vers X’,sur le prolonge- 
ment de BD. Alors ce résultat n’est plus applicable à la 
question qué nous avions en vue, puisque la ligne don- 
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née DB ne se trouve plus partagée comme nous le 
demandions ; mais il offre la solution d’une autre ques- 
tion à laquelle nous n’avions pas songé , et qui se trouve 
dépendre de la même équation; et cette question est : 
une droite BD étant donnée, trouver hors de cette 
ligne ét sur son prolongement un point X” tel, que la 
longueur DX° soit moyenne proportionnelle entre la 
ligne donnée BD et la longueur totale X’B. En effet, 
supposons qu'il nous plaise de représenter le segment 
inconnu DX' par — x, comme nous sommes lés maîtres 
de le faire, puisque lon peut choïsir à volonté les dé: 
nominations algébriques par lesquelles on désigne les. 
quantités inconnues; alors la longueur totale X'B sera 
—x+b; et son produit par à sera D (b — x). Or, 
puisque ee produit doit égaler le carré de DX’, qui 
est + x°, on aura, pour déterminer l’inconnue x, 
l'équation 


x —0d(b2z x), où x*+bx —=0; 


c’est-à-dire précisément la même que nous avions ob- 
tenue, en cherchant la solution d’un probléme bien 
différent. D’après cela, quand nous résolvons générale- 
ment cette équation, et que nous découvrons toutes ses 
racines, nous devons obtenir aussi bien celles qué nous 
ayons eu dessein de chercher , que celles qui sont étran- 
gères à’ la recherche particulière qui nous occupe; et 
ainsi, l'emploi seul de ces racines peut nous faire 
discerner celles qui sont spécialement applicables au 
problème géométrique que nous noùs sommes spéciale- 
ment proposé. 

17. Voicimaintenant üne autre question aussi intérés- 
sante par les artifices analytiques dont elle fournit 
Pexemple, que par Pélégance des constructions aux- 
quelles elle conduit. 
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Etant donné deux droites indéfinies XX”, YY', 
fig. 26, qui se coupent perpendiculairement en C, et 
un point M placé dans l'angle YCX”, à une hnvs 
égale et connue de ces deux droites, on demande de 
mener par ce point une ou plusieurs lignes droites 
MP, telles que la portion PQ, comprise entre les 
lignes YY”, XX", soit égale à une longueur donnée ct 
Du point donné M, menons les perpendiculaires MA , 
MB, aux deux lignes XX’, YY’. Par les conditions du 
problème, ces perpendiculaires: seront égales entre 
elles et données; je représente leur longueur par a. 
Maintenant, prenons pour inconnue la distance AP; 
comprise.entre le pied dela première perpendiculaire; 
et le point P où la droite cherchée coupera la ligne in- 
définie XX’. Appelons cette distance inconnue x. 
Alors la distance CP sera x — a; etles triangles sem- 
blables MAP , QCP, donneront cette proportion : 


AP : AM :: CP : COQ, 
ou x Dl'a re x — a : CQ; 
d’où l’on tire 
Ge) 
CQ — = 
Ayant ainsi les expressions de CP et de CQ, il ne nous. 
reste plus qu’à écrire que, dans le triangle rectangle 
QCP, l’hypoténuse PQ doit avoir pour longueur c; 
cette condition donne 


CQ: + CP: — PQ, 


Me: a — ce) 


(ae 


Voilà donc une équation qui, étant résolue, détermi- 
nera l’inconnue x. 
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Or, il est évident que, lorsqu'on aura délivré cette 
équation du dénominateur x° qui entre dans le premier 
membre, elle se trouvera être du quatrième degré en x; 
et par conséquent, elle semble devoir excéder la portée 
des méthodes de résolution qui réussissent pour les 
équations du second degré. Mais cette difficulté n’est 
qu'apparente, parce que la forme particulière de léqua- 
tion permet de léluder. Pour cela, sans faire dispa- 
raître le dénominateur +°, il n’y a qu’à développer tous 
les carrés indiqués, et effectuer en même temps la divi- 
sion par x°. On trouve ainsi 
20 


4 
a 
MT NE 2ax + a = c?, 


ou, ce qui est la même chose, 


TR 0 (£+ ) c 
— [4 XX ——9)( — x pot s. 
+ . 


Or, les trois premiers termes sont précisément le carré 


0 


a° s ; È 
de — + x; c’est-à-dire de la seule fonction de x qui 
X 


entre dans le reste de l'équation, et qui ne s’y trouve 
qu’à la première puissance. Si donc on égale cette fonc- 
tion à une nouvelle inconnue z, en faisant 


a? 
UE Et 


z se trouvera assujetti à l'équation 
g— 942 = C*. 
Celle-ci n’étant que du second degré; peut aisément se 
résoudre , et donne pour racines 
Z =a+Vaæ+e, z=a—V a +e, 
Il ne restera donc plus qu’à prendre successivement z 
égal à chacune de ces valeurs qui sont entièrement con- 
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nues, et les valeurs correspondantes de x se déduiront 
de la relation à 


a? 
Papa als 


qui, en faisant disparaitre le dénominateur x, donne 
l'équation du second degré ; 


2x7 = — ?, 


x 
Les deux valeurs de z sont faciles à construire; le ra- 
dical Va +c représente l’hypoténuse d’un triangle 
rectangle, dont & et c sont les côtés. Ayant donc formé 
cette hypoténuse , qui est représentée par BH, fig. 27, 


on la portera, à partir du point B, sur MB, prolongée 
vers Z”, et sur BM, prolongée vers 7 ; alors MZ’ repré- 
sentera la racine positive & +-/a? Æ &*; et la lon- 
gueur — MZ", c’est-à-dire MZ" portée dans un sens 
contraire à MZ”, comme le montre la figure, représen- 





tera la racine négative « — V/a:- + c°. 

Pour avoir maintenant les valeurs de x correspon- 
dantes à chacune de ces racines, considérons d’abord 
la première, que nous désignerons spécialement par 7’. 
En la substituant dans notre équation en x, celle-ci, 
après avoir changé ses signes, pourra se mettre sous 


la forme 
x (z — x) —= a, 


Alors, en interprétant sans la résoudre, on voit que & 
représente l’ordonnée d’un cercle dont z est le dia- 
mètre, tandis que x et z° — x sont les deux segmens 
coupés par l’ordonnée. Donc, sur MZ’ou z° comme dia- 
mètre, décrivez une circonférence de cercle, lintersec- 
tion de cette circonférenee par la ligne indéfinie X. X’, 
donnera les deux valeurs de x correspondantes à z', 
lesquelles se trouveront immédiatèment représentées 
par AP, AP. 
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Passons maintenant à la seconde valeur de z. Celle-ci 
étant essentiellement négative, nous la représenterons 
par — z”, de sorte que z” sera une quantité égale à 


ot c?, ou à MZ”. Cette nouvelle valeur — z” 
étant substituée au lieu de z dans l’équation en x, il 
vient : 


2 zx —a, où  x(2+x)—=— a. 


Ici le signe positif du second terme en x donne liew 
à une particularité nouvelle; cest que les valeurs 
de x, qui pourront satisfaire à cette équation, seront 
nécessairement négatives; car si on les supposait posi- 
tives, le premier membre x° + z"x serait entièrement 
positif, et conséquemment, il ne pourrait pas être égal 
à — «*, comme il doit l'être. Cest aussi ce que mon- 
treraient les expressions mêmes des valeurs de x, si on 
les déduisait par la résolution de l'équation , et qu’on y 
supposât z” positif. Pour représenter cette particularité 
dans la construction géométrique, il suflira de prendre 
les valeurs de — x du côté opposé à celui où nous avons 
porté les valeurs positives. Supposant donc qu’on ait 
soin de le faire, représentons ces valeurs par + +", 
c’est-à-dire, substituons — x” au lieu de + x dans notre 


“équation en z”, il viendra 


—g(—x)—=—a, où x(:—x) =. 
Ainsi, dans ce cas comme dans le précédent, a se 
trouve désigner lordonnée d’un cercle, dont z” est le 
diamètre, et x’, z"— x", les deux segmens de lordon- 
née. Donc sur MZ" ou z', comme diamètre, décrivez 


une pareille circonférence, et les points P”, P", où elle 


sera coupée par la ligne indéfinie XX", donneront les 

distances AP", AP”, qui seront les deux valeurs de x 

correspondantes à la valeur négative de z. 
Maintenant, par le point donné M , et par chacun des 
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points P, P’, P", P”, ainsi déterminés, on pourra mener 
autant de droites, qui satisferont également à la con- 
dition analytique énoncée par léquation 

a(x — a) 


= L(x—a} = 0°. 


X 





Or, pour ces quatre droites, soit que l’on suppose x 
positif ou négatif, la fonction (x — «) représentera 
toujours le carré de la distance CP, laquelle devient 
CP’ pour la seconde solution, et CP”, CP” pour les 
2 2 

deux autres; de même, le terme Re à représen- 
tera toujours le carré de CQ ou de CQ”, ou de CQ”, ou 
de CQ”, comme il est facile de le vérifier immédiatement 
par la similitude des triangles CP'Q" et AP'M; CP'Q” 
et APM; CP”Q"” et AP°"M; en ayant soin d’assigner 
aux lignes AP”, AP”, des signes négatifs, pour indiquer 
leur situation opposée aux AP, AP”, que nous ayons 
‘considérées comme positives: D’après cela, équation 
‘précédente exprimera toujours que, pour ces quatre 
droites sans distinction , le carré de la partie inter- 
ceptée dans langle droit, est égal au carré de c; et 
comme elles passent d'ailleurs toutes par le point 
donné M, il s'ensuit qu’elles offriront autant de solu- 
tions effectives du problème géométrique proposé. 

.. I y aura toutefois cette différence entre elles, que 
Pinscription des deux droites PQ, PQ”, dans les angles 
extérieurs au point M, sera toujours possible, quelle 
que soit la longueur donnée c , au lieu que lin- 
scription des deux autres droites PQ”, P”Q", situées 
dans l'angle Y &X”, où le point M se trouve, ne pourra 
pas toujours se réaliser. En effet, pour les deux pre- 
mières, le diamètre MZ” du cercle qui les donne, étant 
exprimé par a +W//a° + c°, sa moitié, qui est le rayon 
de ce cercle, surpassera toujours a ou MA. Ainsi, la 
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circonférence de ee cercle sera toujours réellement 
coupée par la droite XX’, quelle que puisse être la 
longueur dé la ligne PQ ou C qu'il s’agit d'inscrire: 
Mais, il n’en est pas ainsi des deux solutions AP”, AP”, 
données par Fautre cercle. Car le diamètre de celui-ci 
étant exprimé par — & + Væ + ec, peut, à cause de 
opposition de signe des parties qui le composent, être 
su n'être pas plus grand que 24. S'il surpasse 2a , le 
rayon surpassefa à, et le cercle sera réellement coupé 
par Ki ligne XX’, en deux points PP”, différens lun de 
l'autre, qui donneront des valeurs réelles et distinctes 
de x, représentées par AP” et AP". Si ce diamètre de- 
vient égal à 2a, ce qui arrivera quand où aura 
c = 8a*, le cercle touchera seulement la droite XX’, 
et les deux points P'P”, se réunissant en un seul, ne 
donneront qu’une solution, dans laquelle les deux 
droités P"MQ", P°MQ", viendront se confondre; enfin ; 
si la ligne donnée c devient encore moindre que 
cette limite, c'est-à-dire inférieure à 9a V/2, le cercle 
construit sur M’Z’ ne coupera plus la ligne XX’, et 
les deux valeurs correspondantes de x deviendront ima- 
ginmaires; de sorte que la ligne C ñe pourra plus être 
inscrite dans l'angle YAX', où le point M se trouve ; 
quoiqu’ellé continué toujours à pouvoir lêtre dans les 
deux autres quadrans. 

Si l’on veut voir géométriquement pourquoi la va- 


_ Jeur de c, donnée par la condition 


| 
Î 


| 








2 mme 2 
C” = 64’, 


! offre la limité d'inscription possible dans l'angle YAX', 


nya qu'à la construire; elle est évidemment la dia- 

gonale d'un carré dont le côté est 24. Prenons donc 

sur la figure 27, AL=a;, et BL'— a; LL’ sera la 

longueur cherchée de c. Or, la droite LE’, telle qu’elle 

se trouve ainsi placée, passé évidemment par le point M; 
& 
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elle satisfait donc à la condition d’inscription deman- 
dée; et par conséquent, elle offre cette dernière solu- 
tion , dans laquelle les lignes P'Q", P"Q”, finissent par se 
confondre. Aussi est-elle unique de*son espèce, puis- 
qu’elle est perpendiculaire au rayon CM ;mené du point 
donné M au sommet de l'angle YAX;-et c’est envertu 
de cette condition qu'une droite plus petite qu’elle, ne 
peut pas être inscrite dans cet nee en passant par le 
même point. | “" 

IL nous reste à expliquer pourquoi cette question , 
qui se trouve ainsi comporter quatre solutions diffé- 
rentes, et qui en effet conduit à une équation du qua- 
trième degré, se trouve pourtant résoluble par.des for 
mules du second. Cette particularité tient à ce que la 
disposition du‘point M'étant symétrique par rapportaux 
quadrans YCX, Y'CX’, s’il existe une: solution pos- 
sible dans le premier de ces quadrans ; il'en existe mé- 
cessairement, pour le second , une absolument pareille; 
de sorté que ces deux solutions ‘se trouvent: liées 
l'une à autre par cette relation; et demême , dans le 
quadrans YCX”, où le point M se trouve, s x y a une 
solution bles pour laquelle :la droite inscrite forme 
un certain angle avec l’axe CY, il, enexistera néces- 
sairement une seconde, pour laquelle la droite. fera 
un angle exactement pareil avec Paxe CX'; en, vertu 
de la position symétrique du point M relativement à 
ces deux axes. Cette relation de symétrie. propre à ces 
deux solutions, les a pareïllement réunies dans le cal- 
cul en un seul groupe; et, comme la condition relative 
à chaque groupe était différente, l'équation générale, 
qui exprimait à la fois Pune ‘et l’autre, s’est laissée 
décomposer en deux facteurs du second’ degré, ‘ayant 
le coefficient de leur second{terme’rationnel; lesquels 
nous ont donné chaque’ groupe séparément, par lawré= 
solution d’une seule équation du’ sécond'dégré. 5.1: 
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18. On peut donc inférer decette considération, que si 
Von choisissait pour inconnue quelque quantité qui eût, 
pour les deux solutions de chaque groupe, une valeur 
unique; la détermination de cette inconnue ne con- 
duirait qu'à une équation du second dégté, dont là 
résolution férait connaître les deux valeurs inégales 
qu’elle doit avoir dans les deux groupes. Cela arrive en 
effet ainsi, et nous allons en donner des exemples. Or, 
cette remarque est très importante à faire dans tous 
les problèmes. Car les inconnues qui ont le plus petit 
nombre de valeurs, sont généralement les plus avanta- 
geuses à choisir, comme étant celles qui conduisent aux 
équations les moins élevées. Mais, pour qu’elles offrent 
réellement cetteutilité, il faut encore qu’elles rem plissent 


‘uneautre condition, de laquelle on ne peut jamais s’assu- 


rer tout-à-fait que par le calculmême; et cette condition 
est que les raisonneimens et les équations qui servent à 
déterminer l’'inconnue que l’on à choisie, ne se trouvent 
pas appartenir aussi à quelque autre quañtité pareille- 
ment inconnue, que l’on pourrait aussi bien choisir à 
sa place, comme cela nous est arrivé, par exemple, 
lorsque nous avons voulu construire un rectangle, con- 
naissant la différence de ses côtés et sa surface; car 
alors, quel que fût celui des deux côtés que nous pris- 
sions pour inconnué , l’autre se trouvait également 
donné par la même équation ; et pateillement, lorsque 
nous avons cherché le premier ségment d’une ligne 
coupée en moyenne et extrême raison, nous avons 
trouvé que la condition algébrique à laquelle nous 


étions conduits, renfermait aussi la solution d’une ques- 


tion toute différente, que nous n'avions nullement 

songé à y comprendre. Or, quand il en est ainsi, la ré- 

solution de l'équation par laquelle Ia condition algé- 

brique est exprimée, doit donner nécessairement pour 

Pinçconnue autant de valeurs qu’il y a de manières dy 
4. 
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satisfaire ; et conséquemment, le degré de cette équa- 
tion doit se trouver plus élevé qu’il ne le serait, si lon 
avait pu énoncer isolément les conditions particu- 
lièrement propres à la seule inconnue que lon voulait 
découvrir. En appliquant ces remarques à la question 
géométrique que nous considérions tout à l'heure, on 
conçoit que, si une pareille complication s’introduisait 
dans la recherche de quelque inconnue que l’on aurait 
choisie uniquement à cause de sa relation commune 
avec un même couple de droites inserites, ce serait 
vainement que l’on fonderait sur ce choix l’espérance 
d’une solution plus simple; car l'intervention des incon- 
nues étrangères qui se trouveraient comprises dans le 
même énoncé algébrique, élèverait de nouveau l'équation 
finale que la symétrie de Pinconnue aurait dû abaisser. 
19. Je vais maintenant donner des exemples de ces 
divers accidens analytiques; et, pour commencer par 
un cas où l’abaissement désiré s'opère, je supposerai 
que lon prenne pour inconnue le rayon du cercle in- 
scrit aux deux triangles P*CQ", P"CQ" compris dans le 
quadrans YCX’, fig. 28. Ce rayon leur sera évidemment 
commun, puisqu'ils sont égaux. Même, à cause de la 
symétrie de leur situation relativement aux deux droites 
CY, CX’, il n’y aura qu’un seul cercle inscrit pour ces. 
deux triangles; et il aura son centre sur la droite CM, 
qui divise l'angle commun YCX'’ en deux parties égales. 
Ce rayon semble donc réunir tous les avantages qui 
peuvent simplifier la détermination des inconnues. 
Désignons-le par r; et, du centre Q menant des per- 
pendiculaires OD, OE, OF, sur les trois côtés du 
triangle, il est elair qu'en vertu des conditions de tan- 
gence , P'F sera égal à PD, et Q'F à Q'E; en outre , à 
cause de angle droit ECD, les longueurs CD et CE se- 
vont l’une et l’autre égales à r. Ainsi, PQ" devant être 
égal à la longueur donnée €, le périmètre du triangle 


DE GÉOMÉTRIE DÉTERMINÉS. 53 
sera € + c + 2r, ou 2c+- 2r, et cette quantité multi- 
pliée par le rayon r, donnera le double de la surface 
du triangle, laquelle sera exprimée par 2cr + 27. 
Mais on peut aisément Pexprimer encore d’une autre 
manière; car, en vertu de la similitude des triangles, 
MBQ", P’CQ", le côté MB ou a du carré inscrit est 
égal au produit des côtés CP”, CQ", divisé par leur 
somme, laquelle est, comme on vient de le voir, égale 
à c + 27. Ce produit, qui exprime aussi le double de la 
surface du triangle, sera donc égal à a(c + 2r) ; ainsi, 
lon devra avoir | 

207 À- 21° = ac + 2ar, 
ou 2 LE (c— a)r = —; 
équation qui n’est que du second degré en r. 

Or, ici on peut se demander pourquoi cette équation 
s'élève même au second degré; car ilsemblequ’elledevrait 
être du premier, puisque le rayon cherché n’a qu’une 
seule valeur pour les deux triangles sur lesquels nous 
avons établi nos raisonnémens. Mais on va voir qu'une 
seule desracines, qui est positive,représente notrerayon ; 
tandis que la seconde, qui est négative, étant prise avec 
un signe contraire , représente le rayon OD" d’un autre 
cercle, dont le céntre serait en O’ sur le prolongement 
de la droite CM, et qui toucherait extérieurement les 
côtés des triangles CPQ, CP'Q”, situés hors des qua- 
drans où se trouve le point M. 

En ellet, ces deux racines sont 





Afin de les simplifier , nous les multiplicrons par 2 
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ce qui donnera les diamètres des cercles que nous ve- 
nons de désigner. Nous aurons ainsi 

2r—=—(c— a) HV He, 

2r=—(c— a) —/a + ci, 
La première de ces expressions est toujours positive, 
puisque a? + c? surpasse toujours (c—«)"; la seconde, au 
contraire, est toujours négative. Pour ie construire , 
prenons, fig. 29, CC’ égale à la longueur donnée c, et 
menons C’B; ce sera la partie radicale. Maintenant , du 
point C’ comme centre avec C'A ou c— a Pour rayon, 
décrivons une circonférence de cercle qui coupera la 
droite indéfinie BC’ en deux points I, l’; alors BI repré- 
sentera la valeur positive de 2r, et _Br ere la 
valeur négative. En décrivant deux arcs de cercle du 
pointB comme centre avec ces deux longueurs > On repor- 
tera la première en BL, la seconde en BL’; et ,en divisant 
celles-ci en deux parties égales, leurs moitiés NB, N'B, 
seront les deux valeurs cherchéesde r. SidespointsN , N, 
on mène NO, N’O7, parallèles à CY, etterminées à CM, 
les points O , O", seront les centres des cercles cherchés. 
Cette interprétation est évidente, quant à la valeur 
positive de r, qui exprime l’inconnue même sur laquelle 
notre équation est établie; mais il faut en prouver la 
réalité pour la valeur négative que nous n’avions pas alors 
considérée. Or, cela est très facile ,en cherchant de même 
directement l’équation qui déterminerait le rayon D'O", 
fig. 28. Pour l’obtenir, nommons ce rayon 7‘. FRE 
il doit toucher les trois lignes CY”, CX, MPF", fig. 
PF" sera égal à PD”, et QE à QE". On aura, en 5 È 


CP=7r +PD", CQ—=QE—7, QE =c+PEF"; 
conséquemment : 
CP — CQ = 25° — QE’ + PD'—= 27° — QE + PE 


# 
= 2F — C: 


x 


DE GÉOMÉTRIE DÉTERMINÉS. 55 
Ici, c’est la différence des côtés qui se trouve expri- 
mée en fonction du rayon, au lieu de leur somme, 
que nous avions précédemment obtenue. Cela suffit 
pour exprimer de même la surface du triangle CPQ 
touché par le cercle; car elle est égale à la somme des 
triangles QO'C, QO'P, moins le triangle CO P. Ainsi, 
le double de cette surface aura pour valeur 


r(PQ+CQ— CP), où 2cr —2r”. 


Mais on peut encore en avoir une autre expression en 
cherchant le rectangle des côtés CQ, CP; car les trian- 
gles semblables MAP ,QCP, donnent 


a : CP + a :: CQ : CP; 
d’où lon tire 
CP X CQ = «(CP — CQ) = 247 — 40; 


égalant donc cette expression à la précédente, il vien- 
dra , pour déterminer 7", 

2Cr 92/7 201 — at, Où r?°— G— a)" sl 
Cette équation est précisément pareille à celle que 
nous avons obtenue en r , ayec la seule différence de 
signe du second. terme, et elle aurait coincidé avec 
elle, si, au lieu de représenter le Fu O'D" par + 7", 
nous baston représenté par — 7, comme nous avions 
toute liberté de le faire. Ainsi, l’on voit que la seconde 
racine de l'équation en r étant prise avec un signe 
contraire , représente réellement le rayon du DTA 
qui touche extérieurement les triangles CPQ, CPQ, 
comme nous lavions annoncé. D'après cela, ayant ces 
rayons, il ne reste plus qu'a décrire autour des 
points O, O”, les  circonférences des cercles qui leur 
correspondent ; et les tangentes menées du point M 
à ces circonférences, seront les droites demandées, les- 
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quelles seront évidemment sujettes aux mêmes limita- 
tions que notre premier mode de solution nous avait 
fait découvrir. 

Onarriverait encore à une équation qui ne serait que 
du second degré , si l’on prenait pour inconnue le sinus 
de l’angle CMP , ou CMP’, fig. 27, formé par les droites 
symétriques MP , MP’, avec la droite CM, et il est facile 
d’en voir la raison, en appliquant à cet angle les consi- 
dérations générales exposées plus haut. Alors, en le 
représentant par #, et désignant CM par à ,ontrouverait 


g RS 1 
SIN°u + — Sin à = —. 
c 2 


L'une des racines de cette équation se rapporte aux 
droites PQ, PQ; autre aux droites P"Q", P"Q", comme 
on peut aisément s’en convaincre. Mais au lieu de nous 
arrêter à ce calcul, il sera préférable de donner l’exem- 
ple d’un cas dans lequel labaissement que le choix sy- 
métrique de linconnue aurait dû produire, est empêché 
par l'intervention des racines étrangères à celle que 
lon a voulu trouver. 

C'est ce qui arriverait, par exemple, si on choisissait 
pour inconnue la longueur totale MPQou MP, fig. 27, 
comptée à partir du point M; longueur qui n’a cepen- 
dant qu'une seule valeur pour les deux solutions MPQ, 
MP'Q'; et qui n’en a non plus qu'une, mais différente de 
la précédente, pour les deux solutions MP’Q", MP"Q"; 
de sorte qu’elle semble devoir dépendre d’une équation 
du second degré. Toutefois, si Pon cherche cette lon- 
gueur, et qu'on la nomme z, les triangles semblables 
MAP, QCP, donneront les deux proportions 


MP : MA :: PQ : CQ, 
MQ : CA :: PQ : CP, 
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qui, en représentant toujours MA ou CA par a, ct la 
longueur donnée PQ par c , deviennent : 


a 


c 
z a!:c?CQ; doù CQ=—, 


sæmcrattctCP; d'où CP" 
z — 0 
Après quoi, formant la somme des carrés de CP et 
de CQ, et l’égalant au carré c*, pour exprimer que le 
triangle CPQ est rectangle , tout devient divisible par c”, 
et il reste 


a? a? 
“arch 


équation qui, après être délivrée de ses dénomina- 
teurs, devient du quatrième degré en z. 

La raison de cette bizarrerie apparente, c’est que la 
condition analytique exprimée par cette équation , con- 
vient encore , et tout aussi bien, à la détermination du 
segment MQ de la droite MPQ; car si lon prenait ce 
segment pour inconnue, et qu’on l’exprimât par —z, 
comme on serait parfaitement le maître de le faire, on 
trouverait pour sa détermination précisément la même 
équation en s,que nous venons d'obtenir pour MP. Cela est 
ruême facile à voir; immédiatement, car cette équation 
ne change pas quand on y change + z en z —c; ce 
qui revient précisément à prendre MQ au lieu de MC 
pour inconnue. À la vérité, le segment MQ n’ayant 
non plus qu'une seule valeur pour chaque couple de 
solutions, il ne dépendrait que d’une équation du se- 
cond degré, si la condition qui le détermine pouvait 
s’énonceér isolément. Mais, se compliquant avec la condi- 
tion relative à la ligne totale, qui a aussi deux valeurs; 
léquation composée qui résulte de cette combinaison 
s'élève nécessairement au quatrième degré. 
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Néanmoins, la même raison de symétrie qui , dans 
notre première solution, nous a permis de séparer les 
couples de racines relatifs à un même groupe, aura en- 
core ici.un effet semblable; ear si, après avoir fait dis- 
paraïtre les dénominateurs de l'équation en z, on dé- 
veloppe son premier membre, elle pourra être mise 
sous cette forme 


a[2z(z— c) + c°] = 23 (z— c). 


Alors on voit que le produit z(:— c), est réellement la 
seule fonction inconnue qui s’y trouve comprise; de 
sorte que si l’on fait 

z(z —c)—=asz,. 


z’ étant une nouvelle inconnue , celle-ci se trouvera 
déterminée par léquation. 


0 
2 — 9a7 = C"; 


d’où lon tire pour 7° ces deux valeurs 


=a+tVe+e, 2 —=a—Va +e, 


lesquelles sont précisément les mêmes que nous avons 
construites par les lignes MZ”, MZ", dans la fig. 27. 
Maintenant, si nous employons la première , qui est 
positive, elle donnera à l'équation en z deux racines, 
l'une positive, représentant MP, et l’autre négative, 
représentant — MQ. Or, la condition généralement 
exprimée par cette équation, donne la proportion sui- 
vante : 





Zoé z—Ce À: 


Donc, si on l’applique à la racine positive MP ou + z° 
auquel cas MQ représente z — c, on voit qu’en joignant 
les points P et 7”, les deux triangles MP, MBQ, 
doivent être semblables ; d’où il suit que le premier 


D. 
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sera rectangle en P, puisque le second Pest en B. Le 
point P appartiendra donc à la circonférence du cercle 
décrit sur MZ’ comme diamètre; et, puisque, par la 
nature du problème , il appartient aussi à la droite in- 
définie AX , il devra se trouver à leur commune inter- 
section. À la vérité, cette condition seule ne le déter- 
minerait pas complètement, puisque la droite AX a 
généralement deux points d’intersection P, P’, avec la 
circonférence décrite sur MZ’; mais les comparaisons 
des triangles sur laupiles nous avons fondé l'équation 
en z,nes Rent qu'aux seules sécantes qui coupent 
la droite GB entre les points CG et B; de sorte que, pour 
elles, AP doit surpasser AC, ce qui lève lindétermi- 
nation. La sécante AP étant ainsi connue, on pourrait 
aussitôt construire la sécante MQ, qui, d’après nos 
premières remarques, doit faire le même angle qu’elle 
avec la droite CM; mais la chose se trouvera toute 
réalisée, en menant MP’ au second point d’intersection 
de AX avec la circonférence; car , en vertu de la dispo- 
sition symétrique de la figure, la seconde sécante MP” 
doit se trouver égale au segment MQ , ou à la racine né- 
gative de l'équation en z, prise avec un signe contraire. 
Cette relation est facile à vérifier par l’analyse, en for- 
mant immédiatement l'équation qui détermine cette 
seconde sécante, d’après la comparaison des triangles 
MO'B, CP'Q'; car en SE MP” par =, cette 
équation se trouve être 


2 2 


a a 
AP vers 
c’est-à-dire, précisément la même que la PA ACARIRE , 
en changeant +zsen— 3 | ; 
Jusqu'ici, nous n'avons employé que la valeur posi- 
tive de Pinconnue auxiliaire z’, valeur que nous avons 
construite par MZ”. Maintenant, si nous employons de 
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même la valeur négative MZ”, en la désignant par — :", 
pour introduire explicite ient son signe ;, l'équation 
en z deviendra 


2(2— c) = — az”. 


En la résolvant, on pourra voir que les deux racines, 
lorsqu’elles seront réelles, seront toutes deux positives, 
et moindres que c. Or, étant mise en proportion, cette 
équation donne 


CT ET À 


Alors, si on l’applique à une sécante telle que MP”, 
celle-ci étant supposée représenter z, l’autre segment 
MQ" représentera c — z; la proportion montre donc 
que si l’on joint les points Z” et P”, le triangle Z'P"M, 
devra être semblable au triangle MBQ"”, et conséquem- 
ment , que l’angle en P” doit être droit. Cette condi- 
tion place le point P” à lintérséction commune de la 
droite indéfinie AX” avec la circonférence décrite sur 
MZ" comme diamètre; et l'intersection de ces deux 
lignes donne aussi le point P” relatif à l’autre sécante, 
située dans l’angle X'CY, parce qu'en vertu de la sy- 
métrie de la figure, la longueur MP” de cette sécante 
se trouve égale à MQ"”, ou au second segment de la pré- 
cédente, qui est lui-même la seconde racine de léqua- 
tion en z. 

20. Les nouvelles inconnues que nous avons choïi- 
sies dans ces dernières façons de traiter le problème, 
nous conduisent donc, par une route toute différente, 
aux mêmes résultats que la première nous avait 
donnés. Cet accord doit avoir lieu, en effet; quelle que 
soit l'espèce d’inconnue que l’on choisisse; mais il peut 
exister une très grande inégalité dans la manière plus 
ou moins simple dont elles le donnent. En général, les 
remarques que nous avons faites sur les causes qui com- 
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pliquent les équations dont les inconnués dépendent, 
montrent qu’il faut soigneusement éviter de choisir 
pour inconnues des quantités dont la détermination 
conduit à la même équation que lon obtiendrait 
en prenant pour inconnues d’autres quantités diffé- 
rentes d'elles; ce qui arrive quand les unes et les 
autres ont des relations semblables avec les diverses 
données du problème. Alors il faut rejeter également 
toutes ces inconnues, et en prendre une qui en soit un 
élément commun, tel qu’en le connaissant , on puisse, 
par des constructions ou par des opérations simples, 
déterminer ensuite séparément les diverses inconnues; 
car, toute l’indétermination qui compliquait la re- 
cherche algébrique de ces inconnues, n’existera plus 
pour l'élément unique dont il s’agit; et, en consé- 
quence, on pourra espérer de lobtenix plus simple- 
ment. qu'aucune elles. Mais, c’est Padresse seule de 
Panalyste qui, guidée par lesconsidérations précédentes; 
peut lui indiquer un pareil choix dans chaque problème, 
et l’on ne saurait donner de règle fixe pour le prescrire. 

21. Je vais confirmer ces réflexions par un dernier 
exemple, qui, en même temps qu’il achèvera de faire 
sentir. leur justesse, aura l'avantage de montrer com- 
ment l’Algébre, en rassemblant dans les mêmes équa- 
tions des questions géométriques très diverses et en 
apparence très indépendantes les unes des autres, dé- 
couvre ainsi entre elles des rapports généraux que 
Vexamen isolé de chaque question par la seule syn- 
thèse géométrique n'aurait jamais pu faire apercevoir. 

Un point M, fig. 30, est donné arbitrairement dans 
un angle connu ACB. On mène par ce point une droite 
quelconque MQP , terminée à la branche AC, consi- 
dérée comme indéfinie; puis, on demande d'exprimer 
analytiquement les relations qui existent entre les seg- 
mens MP, MQ, de la ligne sécante, et les parties 
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CP ,CQ , coupées sur les branches de langle, pour toutes 
les positions possibles da point donné M. 

On voit que cet énoncé a beaucoup de rapport avec 
celui du problème que nous venons de résoudre; mais 
il est beaucoup plus général, en ce qu’il n’assigne pas à 
la ligne sécante d'autre condition que d’être menée par 
le point M, et terminée à la branche XX”; aussi ne 
suffit-1l point pour la déterminer entièrement. Mais, cela 
seul, qu’elle soit menée ainsi et ainsi limitée, établit 
déjà certaines relations entre les segmens formés, soit 
sur les branchés de langle, soit sur la sécante même ; 
de sorte’ que ces relations, quand on les-a généralement 
exprimées par l’analyse, deviennent des élémens de 
solutions communs à toutes les questions particulières 
dans lesquelles on achève de déterminer la sécante, ent 
lassujettissant à quelque nouvelle condition. 

Or, cette nouvelle condition elle-même , quelle 
qu'elle puisse être , étant exprimée en analyse, se ré- 
duira toujours à établir quelque relation de plus, qui 
devra exister en même temps que les précédentes. Ainsi, 
en la combinant avec elles, on obtiendra la résolution 
du problème particulier qu’elle achève de définir, sans 
qu’il soit nullement besoin de recommencer pour ce cas 
les raisonnemens généraux. 

Etablissons maintenant les données sur lesquelles 
ceux-ci reposent. Il faut d’abord fixer la position du 
point M dans l’angle ACB. On peut le faire de beau- 
coup de manières différentes. Une des plus simples, et 
que nous adopterons, consiste à mener par ce point 
deux droites parallèles aux deux branches de Pangle, 
et à prendre pour données les longueurs MA, MB; 
ou CA , CB, des côtés du parallélogramme ainsi formé. 
1l est visible, en effet, que ces deux lignes sont parfaite 
ment disposées pour former avec les côtés de Pangle et 
la droite inscrite destriangies semblables, qui donneront 


à 
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desrapports simples entre les quantités dont on veut éta- 
blir les relations. D’après cela, nous représenterons CA. 
par a, CB par a’, et nous les considérerons comme 
connues. Nous nommerons aussi AP , x; CQ, x’; MP ,z; 
MQ, z’. Ces quatre quantités seront les indéterminées 
du problème. 

Cela posé, si Pon compare les deux triangles sem- 
blables MAP, QCP, ils donneront ces deux proportions: 


MA:AP::CQ:CP,  MP:AP::MQ: AC, 


U ee CR 


ou dom ee x e D GO Z ENS AS et; 
d’où l’on tire 
(1) xx — a'(x — a), g'x az: (2) 


Il reste maintenant à exprimer que les trois droites 
CP,CQ, PQ, ou x — a x’, et 2; constituent un triangle 
dans lequel l'angle PCQ a une grandeur connue, que 
nous désignerons par z; cela est facile , d’après le théo- 
rème de, Géométrie qui donne le cosinus d’un angle 
quelconque d'un. triangle en fonction des trois côtés. 

On aura ainsi 





= CP+CQ— PQ: 
LOS SRE RE NET. 


ou, remplaçant les lignes par leurs expressions algé- 
briques , et faisant disparaître le dénominateur , 


(3) x®+(x— a} — 2x (x— a) cosi—(z— 7). 


22. Les trois équations (1),.(2), (3), renferment 
toutes les relations résultantes des conditions géné- 
rales auxquelles est assujettie une sécante quelconque, 
menée du point M et terminée à la branche AC de 

Pangle QCP. 
Ces équations renferment quatre indéterminées i in- 
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dépendantes x, x”, z et z’. Si l'on se donne entre ces 
quantités une équation de plus , qui sera Pexpression 
de quelque condition nouvelle, à laquelle la sécante MP 
devra satisfaire, on aura autant d'équations que d’in- 
connues; et par conséquent , chacune de celles-ci pourra 
être déterminée entièrement par lélimination. 

23. Supposons; par exemple, que la nouvelle condi- 
tion fût relative aux seuls segmens formés sur les 
branches de l'angle; alors l'équation qui l’exprimera, 
ne contiendra que x et x’, sans z ni 3’. On pourra donc 
la. combiner immédiatement avec Péquation (1); et cha- 
cune des inconnues x, x”, se trouvera complètement dé- 
terminée. Si l’on peut résoudre les équations qui les 
donnent, on connaîtra leurs valéurs, qui, substituées 
dans (2) et (3), donneront z et 7’. 

Par exemple , si la somme des deux ségmens CP , COQ, 
doit être égale à une ligne donnée 2, Pexpression âna- 
Iytique de cette condition sera 


s'+i—ad; 


et, en lemployant pour chasser x de Péquation (1), il 
viendra 


(a +e +b)x = — ab; 


équation toute en +’. Celle-ci, disposée sous la forme 
de produits , devient , en changeant les signes, 


s'(ata +b— x)= at. 


Alors on voit que V'ab est l’ordonnée d’un cercle 
dont & + a’ + b est le diamètre ; et dans lequel 
x'ya + @ + b— x', sont les segmens coupés par lor- 
donnée. On peut done aisément construire x d’après 
cette indication , et telest Fobjet de la fig. 31 , dans la- 
quelle BD représente la ligne donnée 2. D'abord ; en 
décrivant un cercle sur CD comme diamètre , et me- 
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nant du point B l’ordonnée Bi, ce seraW/ «db b; alors, 
par le point H, menez à CB une AE sur Dre 
vous projetterez les points C et D par des perpendicu- 
laires; puis, ajoutez D'À égal à CA , C'A’ sera le dia- 
mètre du cercle cherché. Il ne restera plus qu’à le dé- 
crire, et les points Q ,Q”, où il coupera la branche CB, 
seront ceux par lesquels il faudra mener les sécantes 
MQ, MQ’, qui satisferont aux conditions analytiques 
exprimées par l'équation en x’. On voit qu’elles seront 
au nombre de deux; mais la première , qui donne CQ 
et CP, tous deux positifs, répond seule au problème 
géométrique proposé. La seconde , qui donne CQ, posi- 
tif, mais CP” ou x — a; négatif, ésond au cas où l’on 
aurait demandé que F (ne b fût égale , non pas à la 
somme, mais à la iférence des segmens CQ et CP, 
ce dernier étant pris dans l'angle AGE 2 in Net 
de BCX. 

Si lon demandait que CQ — CP fût, égale. à cette 
même ligne à, on aurait pour condition nait tique 


x — (x — a) eo 
ce qui conduirait à Péquation 
x — (a à: b—a)x =— «bd, 
ou | aa +b—a— x) ab 


La construction serait donc la même que tout à l'heure, 
avec cette seule différence, que le diamètre du second 
cercle serait CD” — DA", au lieu de CD’ + D'A’; de 
sorte que, pour l'obtenir , il faudrait porter D'A' ou «, 
en!sens contraire de ce que représente la fig. 31. | 
‘24: On trouve dans’ plusieurs’ auteurs: une autre 
question qui se résout ayec la même facilité que iles 
précédentes; elle consiste à mener la sécanteMP (fig. 30), 
+) 
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sous une inclinaison telle, que la surface du triangle 
CQP soit égale à un carré donné 2°. 

Pour exprimer cette condition analytiquement, il 
faut considérer que si, du sommet Q du triangle CQP , 
-on mène une perpendiculaire à la base CP, cette perpen- 
diculaire, qui sera la peus du RUE aura pour 
longueur CQ sin, i, ou x sin z. La RE du triangle 
sera donc exprimée par £(x— a)x sin s; et si l’on veut 
qu’elle soit égale à 2?, il faudra qu’on ait 

+(x— ax smi=h, où (x—a)x" = —…. 
Employant cette relation pour chasser x de l'équa- 
tion (1),1il vient 

o/°x o@ }? 


‘ 
x'2 ee 2e 








— 
. e 


asint  asiné 


On pourrait construire immédiatement cette équation 
par une sécante de cercle; mais on obtiendra des ré- 
sultats plus simples en la résolvant. Elle donne ainsi 
pour x” ces deux valeurs : 











; }° _l 2a' h? 
x = — — 
a siné a'sini a sin ci? 
/ ht PC LA 


(anne, VER d’sin‘z 4 a sin 
La partie commune aux deux racines peut aisément se 
construire, En effet si, par le point C( fig. 32), on mène 
une droite indéfinie A’CD, perpendiculaire à CB ou AM, 
la distance CA étant a , et l'angle A’AC étant z, CA’ sera 
a sin z. Alors, à partir du point C, prenez sur CY”’ la lon- 
gueur CH égale à 2, côté du carré donné, etmenez HD 


DÉS REL EE à AH; CD sera évidemment égal à 





PRE mil et puisque cette partie est prise négativement 
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dans les deux racines, on devra la porter dans ce sens 
sur Ja ligne des x", c’est-à-dire en CD’.Or, cette quantité 
étant connue, la construction du radical devient bien 
facile; car on peut le mettre sous la forme 


1 ds Ras 
/ 2 + — ) —— ., 
aSsinc/ asin ct 


où il exprime plus qu'une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes connues. Alors, sur BY, prenez BP’ 
égal à CB ou a°; puis, sur D'B’, comme diamètre, dé- 
<rivez une circonférence de cercle, qui coupera quelque 
part en Ela perpendiculaire A'CD indéfiniment prolon- 
gée. La corde D'E serala moyenne proportionnelle cher- 
chée. Il ne restera plus qu’à porter cette corde à partir 
du point D’ sur la ligne des x’, tant du côté positif que 
du côté négatif; et par les points Q,Q", ainsi déterminés, 
menant du point M deux sécantes, MP, MP”, les deux 
triangles CQP, CQ'P’, qui-en résulteront, satisferont 
également à la condition demandée, que leur surface 
soit égale au carré }?. 

Ce problème servirait, si lon demandait de partager 
untriangle donné CDE (fig. 33), en deux parties égales, 
ou généralement qui fussent entre elles comme "#2 à n, 
au moyen d’une sécante menée d’un point donné M. 
En eflct, dans ce cas, la surface CDE étant connue , si 
on la représente par s, celle du triangle CPQ devra 


m2S ‘ er 
être ——; de sorte qu’en substituant cette quantité 


mL 7 

au carré 4°, on découvrira la sécante MQP qui y satis- 
fait; et la subdivision proposée se trouvera eflectuée, si 
le point P ainsi obtenu tombe en dedans de la base CE 
du triangle; autrement, elle sera impossible, du moins 
à partir de l'angle C, et il faudra l’essayer de même à 
partir de Pangle D. 

25, Je:ne chercherai pas à multiplier davantage ces 

; 58 
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applications particulières; celles qui précèdent suffisent 
pour montrer comment il faudrait employer toute 
autre relation qui serait donnée entre x et x'. Chacun 
pourra aisément s’en proposer de nouveaux exemples, 
et il sera utile de s'exercer à en construire élégamment 
les résultats. Je me bornerai ici à faire observer que 
ceux que nousvenons d'obtenir , en supposant le point M 
extérieur à Pangle donné YCX ou :, s'appliquent éga- 
lement au cas où 1l serait supposé intérieur, pourvu 
que l’on introduise cette modification dans les formules 
et dans les constructions qui en dérivent; ce qui con- 
sisterait à rendre & négatif dans les premières, et à 
porter dans les autres la ligne & en sens contraire de la 
direction suivant laquelle elle estemployée dans les figu- 
res 31 et 32. En appliquant , par exemple, cette inversion 
au dernier problème (fig. 32), on verra qu’il offre ainsi 
des cas d’impossibilité qu’ilne comportait pas d'abord. 
26. De même que les équations générales (1), (2) ,(3), 
nous fournissent une relation entre les seuls segmens 
x — a et x pris sur les branches de l'angle donné; elles 
nous peuvent donner aussi une relation entre les seuls 
segmens z et z', formés sur la sécante MQP. En eflet, 
l'équation (2) donne déjà la valeur de x , exprimée en z 
etz!. En substituant cette valeur dans Péquation (1), on 
en tirera x°,exprimée de la même manière; etau moyen | 
de ces résultais , chassant æet x’ de l’équation (3), on 
aura une relation en z et z'. En opérant ainsi, l’équa- 
tion finale devient divisible par z — z’, et il reste 





… 


snrhornirent C0 it (4). 
20 N 


Ainsi, dans le cas où la nature particulière de la 
question géométrique proposée fournirait une relation 
entre z et z’ seuls, on pourrait la combiner directement 
avec celle-ci , et Pon en tirerait zet 2° par l'élimination. 
Toutefois, d’après les raisons exposées, page 57, les 
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Le 


solutions ainsi obténues:seront généralement plus cont- 
pliquées. que celles où lon Serie d’abord les seg- 
‘mens x, x’, formés sur les branches-de l angle. 

27. Toutes ces équations se simplifient et deviennent 
bcaucoup plus faciles à traiter , lorsque les deux quan- 
tités a , a’, deviennent égales entre elles, c’est-à-dire 
lorsque le point: M se trouve placé à égale distance des 
deux Branclies CX , CX’ de l'angle AR UC Pour en offrir 
un exemple assez RÉ ARE » Je. vais proposer de ré- 
soudre dans cette supposition,. mais avec une valeur 
quelconque de Pangle BCX , le même problème que nous. 
avons résolu, page 44 ,-en supposant cet angle droit : 
e’est-à-dire que je demanderai de mener la.sécante MQP 
(fig. 30), de manière que la partie PQ, interceptéeentre 
les branches de angle, ait une longueur donnée c. 

Cette condition exprimée-en. KA md donñe immé- 
diatement l’équation. 


Z —2—=C; 


qui, combinée avec celle que nous avoné obtenue tout: 
à l'heure entre z et z', suflit- pour. déterminer ces deux 
inconnues. L’élimination conduit ainsi à une CASA 
du quatrième degré en z ou z’,comme on devait s'y at- 
tendre; mais, orsqu' onsuppose a = &”, ‘cette équation 
sè liée aisément résoudre en deux facteurs ,'én prenant 
pour inconnue le produit z2', comme dans ‘læ page 58. 

Néanmoins: .on arrive à des résultats d’une discussion 
plus facile, en se servant de l'équation (3) , apres éh avoir 
chassé x° par le moyen de: sa valeur ‘prise dans l’équa- 
tion (1). En effet, en effectuant-cette élimination ;etrem- 
placantz — z" par sa valeur e, quiest donnée, on trouve. 


_a(x— a) j AU RAR et Ant 
e. — 


——— COS 1 C?. 
ZT 





Si l’on dével oppe cette équation après avoir fait a = a 
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ses termes peuvent se ranger dans l’ordre suivant , 


qu 3 + 2 (+ Past; CA | 

24 L'— 24 œ 24 à 

4 j ) Cos z ( + z) 
= c — 4a* cos i; 


ce qui revient à 
2 2 a? \ 
nr x) æ— 24(1 + cos i) (+ —=Cc?—4a"cosr. 


On voit donc qu'ici, comme dans la page 45, on n’a 
qu'à faire 


a? | 


et l’on aura pour déterminer & , l'équation 
un — 24a(1 + cos 2) É— 6° — 4a cos ti, 


qui, étant résolue, donne pour & les deux racines ? 


Pr 
role + cos i) — Ve ai — cos 


Ces expressions sont bien aisées à construire. En effet, si, 
du point À (fig. 34), on mène la perpendiculaire indé- 
finie N'AM' sur la ligne MB prolongée aussi indéfini- 
ment , la distance MM sera & cosé;.et par conséquent, 
BM' sera a + a cos i, c’est-à-dire la partie commune des. 
deux racines. Maintenant si, du point C, on mène de 
même, à BM, fa PTT ET indéfinie CGC', MG 
sera 4 — «a cos À, ou & (1 — cos.é). 

Donc , si lo prend sur le prolongement 4. cette 
perpendiculaire une longueur GC, égale à la ligne don- 
née GC, Fhypoténuse MC sera la partie radicale. Il ne: 
reste plus qu'a porter cette hypoténuse à partir du 
point B sur la ligne MB, du côté des abscisses positives 
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en Z', et du côté des négatives en Z”. Alors la première 
valeur de € se trouvera représentée par MZ"; et la se- 
conde le sera par MZ". 

Maintenant, & étant connu, l'équation e en x et € 


devient 
Lt x = — a, 


et peut se mettre sous la forme 
TO X) EE e° 


d'où lon voit qu'ici, comme dans le problème plus- 
particulier de la page 46, a représente l’ordonnée dun: 
cercle. dont © est le SEE ebtx,C—x, les deux 
segmens coupés par l’ordonnée. Ayant donc pris sur 
M'A une longueur M'N’ égale à &, on mènera par le- 
point N'une parallele à Z’ MZ"; ; puis, sur M'Z", et M'Z”,. 
comme diamètre, on décrira des PR Ft 
cercle, dont les intersections avec cette parallèle donne- 
ront les valeurs cherchées de x, qu'il ne faudra plus que 
projeter sur a branche X'CX par des perpendiculaires.. 
On aura ainsi généralement quatre valeurs de x, et par 
conséquent, quatre sécantes,, qui satisferont aux condi- 
tions demandées; mais avec cette particularité, que les 
deux solutions données par le cercle M'Z7 seront tou- 
jours réelles, tandis que les solutions données par le: 
cercle MZ" pourront devenir imaginaires pour certaines. 
limites de longueur de la ligne has Tous ces résultats. 
sont par ny Dr. à ceux que nous avons 
trouvés , page 46, pour le cas particulier de Pangle droit, 
et l’on voit qu’ils n’ont pas été plus difficites à construire... 
28. Je termine ici ce chapitre, en faisant observer: 
que les constructions géométriques doivent être consi- 
- dérées seulement comme un moyen élégant de peindre 
les solutions des problèmes, et non pas comme un pro-- 
cédé suffisamment rigoureux pour trouver les valeurs 
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numériques des inconnues. Relativément à ce dernier 
objet, le calcul est infiniment préférable, parce que son 
exactitude est indéfinie : et même il vaut toujour$mieux 
y recourir , quand la construction n’est pas très Simple. 


CHAPITRE II. 


Des Problèmes de Géométrie indéterminés. 





29. Les méthodes que nous venons . de parcourir 
mavaient pour but que des problèmes déterminés, ©’est- 
à-dire, dans lesquels l’inconnué n’était susceptible que 


d'un certain nombre fini de valeurs; mais on peut aussi 
se_proposer des questions de Géométrie indéterminées , 


qui soient susceptibles d’une infinité de solutions. : 

Par exemple, si lon considère une ligne quelconque 
AMM',tracée sur un plan (fig. 1; pl. TT), et qué,de plu- 
sieurs points de cette ligne,on mène des perpendiculaires 
MP, M'P", sur une droite mdéfmie AX,, donnée dans le 
plan, ces perpendiculaires auront certairiement ‘une 
longueur déterminée, qui dépendra de la nature de lx 
ligne AMM", de sa position , et de la distance des points 

MM’ entre eux. Si donc on prend sur la droite AX un 
point fixe À pour point de départ, chaque longueur AP 
aura sa perpendiculaire correspondante PM, qui résul- 
tera du concours de toutes ces cireobé EU et la rela- 
tion qui subsistera entre les AP et les PM, dans les 
diverses parties de la ligne AMM, déterminéra néces- 
sairement la forme de son cours. 

Or, il serait très possible que ce rapport füt de na- 
ture à être toujours exprimé par une même équation 
entre les AP et les PM, auquel ças cette équation ser- 
virait à trouver une quelconque de ces quantités par le 
moyen de l’autre, lorsque celle-ci serait donnée. 
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Si Pon savait, par exemple, que dans toute l'étendue 
de la courbe, chaque AP, étant comptée à partir d’un cer- 
tain point connu, À (fig. 2), est égale à la longueur de PM 
qui lui correspond; alors ,en représentant g AN EE 
les premières par la Hô x , les dernières par la lettre y, 
on aurait entre elles la alto 


HET: 


Dans ce cas, la suite des points M, M'.…., forme Évideh 
ment une ligne droite inclinée x 45°.sur l'axe AX. 

Si Pon sayait, au contraire, que, dans toute l’étendue 
de la ligne AMM' (fig. 3), chaque PM est moyenne 
proportionnelle entre les distances, du point P à deux 
points fixes AÀ.et B, pris sur l'axe AB; alors ,en représen- 
tant toujours AP par x, PM par y, et nommant 24 la 
distance AB, on aurait, d’après la condition proposée, 

#=x(2a— x), 
ou Ÿ°—= 2ax — x”. 

Cette équation fait connaître y, lorsque lon se 
donne x, et réciproquement; elle suflit donc pour trou- 
ver autant que lon voudra de. longueurs PM et de 
points M, M’. qui seront tous sur la ligne ‘proposée. 
D ie di d’après la propriété sur er nous l'avons 
établie, il est évident que cette ligne est une circonfé- 


rence de cercle décrite sur AB'comme diamètre. 
30. Puisque chacune des équations 


Mise æ; Y} = 2ax— x° 


peut servir à trouver autant de points que l’on voudra 
sur la droite ou sur le cercle dont elles énoncent une 
propriété générale, il est évident que ces équations 
sont équivalentes à la construction actuelle de ces 
lignes, et qu’elles peuvent être employées pour les 
représenter. 

On peut, en généralisant ce résultat, regarder toutes 
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les lignes planes imaginables comme susceptibles d’être 
ainst représentées par des équations entre deux va- 
riables indéterminées; et , réciproquement , on voit 
qu’une équation quelconque , entre deux indétermi- 
nées » peut être interprétée géométriquement ,et consi-- 
dérée comme représentant une ligne plane, dont elle 
peut faire trouver successivement tous les points. 

51. Cette manière d’envisager les rapports de la Géo- 
métrie et del’Algèbre est beaucoup plus étendue et plus. 
féconde que celle que nous avions considérée d’abord , et 
qui se bornait aux problèmes de Géométrie déterminés. 
On peut même la généraliser encore , et l'appliquer aux 
équations à trois variables qui représentent des sur- 
faces, comme on le verra par la suite; mais, pour le 
moment, les considérations précédentes nous suffiront.. 
Je ne me proposais ici que de fixer précisément, et de 
faire bien comprendre, cette division qui partage l’ap- 
plication de l’Algèbre à la Géométrie en deux branches: 
distinctes et totalement séparées dans leur objet. Elles 
Pont été de même dans l'histoire des Mathématiques... 
L'invention de la dernière est due à Descartes. Avant 
ce grand homme, ôn n’avait appliqué Algèbre qu'aux 
problèmes de Géométrie déterminés. Les premières ap- 
plications de ce genre avaient même été seulement nu- 
mériques; car elles se bornaient à trouver et à calculer 
arithmétiquement la valeur numérique des inconnues 
d’après leur expression algébrique résolue. Vers la fin du 
quinzième siècle , Viète, célèbre analyste français, ima- 
gina de représenter ces expressions par des constructions. 
géométriques, comme nous l'avons fait au commence- 
ment de cet ouvrage, en les supposant obtenues sous 
une forme explicite par la résolution de l’équation qui 
les déterminait. Ces constructions ne pouvaient encore 
nullement servir pour interpréter les valeurs des incon- 
nues dans les équations indéterminées. Descartes fit ur: 
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pas immense, enmontrant que de pareilles équations 
représentaient des lieux géométriques; et l’on peut dire 
que ; par cétte découverte, il créa réellement lappli- 
cation de l’Algèbre à la Géométrie, dont les construc- 
tions de Vite wétaient qu’une particularité très bor- 
née. En effet, un gras de Géométrie quelconque, 
se réduit toujours à trouver un certain nombre de 
points, de lignes ou de surfaces, dont la position , ou la 
configuration , satisfasse à certaines conditions données. 
‘On peut même considérer la recherche des points 
comme un problème d’intersection de lignes. Si Pon 
sait généralement trouver les équations des lignes, 
d’après l'énoncé des conditions géométriques auxquelles 
elles doivent satisfaire , et réciproquement découvrir la 
forme ainsi que le cours des lignes, lorsque Péquation 
analytique qui les exprime est donnée, il n’y aura pas 
de problème de’ Géométrie, si compliqué qu'il soit, 
que l’on ne puisse écrire algébriquement à Pinstant 
même, et réduire ainsi à une combinaison d'équations 
purement analytiques. C’est à l’aide de ce secret que 
Descartes, à l’âge de vingt ans, parcourant l’Europe 
dans le simple appareil d’un jeune soldat volontaire, 
résolvait d’un coup d'œil, et comme en se jouant, tous 
les problèmes géométriques que les mathématiciens de 
divers pays s’'envoyaient mutuellement , comme des défis 
publics, suivant l'usage de ee temps-là. 

32. L'application de PAlgébre à la Géométrie, lors- 
qu'elleest ainsi envisagée, n’exige plus, dans chaque pro- 
blème ; la recherche de quelque artifice ingénieux , ou 
même de quelque condition particulière qui conduise à 
Pénoncé algébrique; elle n’est plus que l'usage immédiat 
d’une même méthode, toujours uniforme et directe 
dans ses procédés. Ces avantages sont dus à ce qu’elle 
remonte aux élémens simples qui constituent toutes 
les questions géométriques, et qu’elle en combine les 
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énoncés algébriques, précisément comme la Géométrie 
les assemble pour former la question proposée. Cest ce 
que lon comprendra parfaitement, d’après l'exposition 
graduelle que nous allons:en offrir. Hit Pre 

D'abord , tous les problèmes de Géométrie imagi- 
nables, et même en général toutes les considérations 
géométriques; portent sur les positions relatives..des 
points, de lespace. Notre premier pas doit donc avoir 
pour but de chercher comment ces positions. peuvent 
être exprimées et fixées par un énoncé analytique. 

L'espace, tel que les géomètres le considèrent, est 
une étendue indéfnie dans laquelle: on conçoit que 
tous les corps. sont placés. On ne peut donc y déter- 
miner le lieu absolu des corps, mais seulement leurs 
situations relativés, qui sont les seules dont la connais- 

sance nous soit nécessaire: et, pour cela, on rapporte 
ces points à des objets fixes ; dont on.suppose: que la 
position est connue. 

Sur un plan, on conçoit Fr droites AX, AY (fig. a) de. 
faisant entre elles un angle quelconque donné : tout 
point M, situé dans le plan, est déterminé lorsqu'on 
connait les longueurs des droites MQ, MP, menées de 
ce point parallèlement aux lignes AX, AY jet termi- 
nées à ces lignes ; car, par les propriétés des parallèles; 
AQ=— PM, et AP = QM.On peut donc, en connaissant 
ces St peur mener les droites PM et.MQ, qui, PaR| Jeux 
intérsection, déterminent le point M. 

Dans l’espace, on conçoittroisplans YAX, YAZ, ZAY 
(lig. 5), faisant éntre eux des angles donnés. Un-point 
quelconque. M se trouve déterniiné de position, quand 
on connait les longueurs des droites MM’, MM",MM",. 
menées par ce point parallèlement aux intersections 
des trois plans, et terminées à ees:plans ; car alors on 
peut mener trois plans parallèles à ceux-ci; et sur 
lesquels le point M se trouve. 
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Ayant d'examiner les conséquences qui résultent des 
conventions précédentes , il est bon d'observer qu’en 
général nous prendrons les mots plan et ligne droite 
dans leur acception la plus étendue; c’est-à-dire qu’en 
général nous entendrons, par ligne droite, une ligne 
droite indéfiniment prolongée , et par plan, un plan 
indéfiniment étendu. Lorsqu'il sera nécessaire de con- 
sidérer des portions limitées de plans ou de droites, 
nous en avertirons, comme nous venons de le faire; 
mais ces abstractions seront toujours déterminées par 
les conditions particulières de la question proposée. 


Des Points et de la: Ligne droite considérés 
HE sur un plan. 


33.Lorsque les points M ,M”, d’un plan, sont rapportés 
à deux lignes fixes, AX, AY (fig. 4), mentes dans ce 
plan, les longueurs QM, Q'M", ou leurs égales AP, AP”, 
se nomment abscisses; et les distances PM, PM, ou 
leurs égales AQ ,'AQ", s'appellent ordonnées. Laligne AX, 
sur laquelle se comptent les longueurs AP, AP”, se 
nomme l'axe des abscisses ; la ligne AY s'appelle Vaxe 
des ordonnées. Les ordonnées et les abscisses se dé- 
signent encore par la dénomination générale de coor- 
données; les lignes AX, AY , sont alors les axes des 
coordonnées , et le point A, où elles se coupent, en est 
Vorigine. Lie choix des axes est absolument arbitraire; 
et lon peut, à volonté, compter les abscisses ou les 
-ordonnées sur lun où sur l’autre. 

34. Représentons en général par x les abscisses , et 
par y les ordonnées; x et y seront des variables qui 
prendront diverses valeurs pour les différens points 
que. Pon devra considérer. Si, par exemple, ayant 
mesuré. lès longueurs AP, PM, qui déterminent le 
point M; on trouve la première égale à a, et la se- 
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conde égale à b, on aura, pour fixér la position de ce 
point, les deux équations | 
et comme elles suffisent pour cet objet, nous les nom- 
merons les équations du point M. 

Si, Pabscisse AP restant la même, l’ordonnée PM di- 
minue , le point M s'approche de plus en plus de l'axe 
AX ; si PM ou b devient nulle, le point M tombe en P 
sur l'axe des x lui-même; et ses équations deviennent 

Da) PER 10 

Si, l’ordonnée PM restant la même , labscisse AP dimi- 
nue , le point M s'approche de plus en plus de Paxe AY, 
avec lequel il finira par coincider, lorsque AP devien- 
dra nulle; ce qui donne ; 

| x—=0, y —b, 
pour les équations d’un point tel que Q, situé sur l'axe 
même des y. 

Enfin, si l’abscisse AP et l’ordonnée PM deviennnent 
nulles en même temps, le point M coïncide avec le 
point À, origine des coordonnées , et l’on a 

L = 0 NH ME Où 
pour les équations de cette origine, 

35. On voit, par cette discussion, qu’en supposant 
aux variables x et y toutes les valeurs positives pos- 
sibles, depuis zéro jusqu’à l'infini, on peut exprimer la 
position de tous les points placés dans l’angle YAX. 

Quant aux points compris dans les autres angles for- 
més par les axes, ils répondent aux. valeurs négatives 
des variables x et y. | | 

Pour le démontrer, concevons qu’au lieu de prendre 
YA pour axe des y, on prenne, dans le même plan ,une 
autre ligne qui lui soit parallèle ; par exemple , la ligne 


Y'A"(fig. 6), pour laquelle nous supposerons que la di- 
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stance AA”, à l’ancien axe, est donnée et exprimée par A 
Nommons x les nouvelles abscisses comptées sur le 
même axe AX, mais à partir de la nouvelle origine A’. 
Cela posé, si nous considérons un point quelconque M 
situé dans l'angle Y'A’X , nous aurons 


AP— AA" + AP, ou x—A<+x"; 
2 . . e / . F 
mais , si nous considérons un point M situé dans l’angle 
Y'A'A, et que nous représentions encore son abscisse 


A’P' par la variable x”, en lui supposant toutefois une 
valeur quelconque, nous aurons 


AP— AA’— AP, ou x —A— x"; 


d’où Pon voit que, si Fon veut rendre la même for- 
mule analytique 
x—A+ax 


applicable à la fois aux points situés dans l'angle XA’V”, 
et aux points situés dans l angle AA'Y",il faut TT 
pour ceux-ci les valeurs de x’ comme négatives; en sorte 
que le changement de signe réponde à leur changement 
de position par rapport à l'axe A°V”. 

Pour confirmer cette conséquence, et faire voir en- 
core plus clairement comment la formule précédente 
peut lier les différens points du plan, supposons que 
Fon considère d'abord un point situé sur Paxe A’Y’ 
lui-même : pour ce point x’ sera nul, et la formule 


x—=A%4Lx donnera x—= A. 


C’est la valeur de labscisse AA’ par rapport aux axes 
AX, AY. 

Mais si lon veut que cette même équation convienne 
aussi aux points situés sur l’axe AY, considérons un 
quelconque d’entre eux; son abscisse x sera nulle , et la 
formule précédente FE AA 


Abzx =o, ou x'=— A 
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ce qui est encore la valeur de labscisse AA’, en la sup- 
posant ra pportée a.taxe À VAL expression analytique 
de cette abscisse devient donc positive pour Paxe AY, et 
négative pour l’axe AV”, quand on suppose les points 
du plan liés entre eux par l'équation 


xz—=A+x. 
Ce résultat s'applique également aux valeurs néga- 


tives de æ, et prouve qu’elles appartiennent aux points 
situés du côté de l'axe AY, opposé aux valeurs posi- 


tives, car, quel que soit celui de ces points que lon 


considère , si on le représente par M”, on pourra tou- 
jours mener un nouvel axe A"Y”,-qui se trouvera 
placé par rapport à l'axe AY, comme celui-ci l'était 
précédemment lui-même par rapport à Paxe AY”. 

En transportant axe AX parallèlement à lui-même, 
et fixant la nouvelle origine en À” (fig. 7); faisant 
AA"— B, et nommant y les nouvelles ordonnées 
comptées à partir de l'axe A°X", on aura 


Y=8Ty 
pour les points situés dans l’angle YA”X", 
et y=B—-7y 
pour ceux qui sont situés dans l'angle AA°X"; en sorte 
que, pour comprendre les uns et les autres dans: une 
même formule analytique, il faut regarder les valeurs 
négatives de y comme correspondantes à des points 
situés du côté de l'axe AX" opposé aux y’ positives;.et, 
comme cela $ applique également aux axes AX , AY,on 
en doit conclure que les changemens de signe de la 
variable y répondent au changement de position des 
points dé part ou d'autre de Paxe des abscisses. 
36. En réunissant ces résultats, on voit que les valeurs 
négatives des coordonnées doivent être prises en sens 
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contraire de leurs valeurs positives; sans quoi, les 
mêmes formules ñe pourraient pas s FORTIS à tous 
les points du plan ; et ne compréndraient Que ceux qui 
seraient situés dans un même angle des axes. Récipro- 
fuement, la convention précédente étant établie, tous 
les points du pian, quelle que soit leur situation, sont 
compris dans les mêmés formules. 


On aura, d’après ce qui précède (fig. 4 ), 


dans Pangle YAX, x positif et y positif; 
dans Panglée YAx, x négatif y positif; 
dans Pangle XAy, x positif y négatif, 
dans Pangle xAy, x négatif y négatif; 


par conséquent, les équations 
1e See Sri 


qui déterminent la position d’un point dans l'angle 
YAX, deviendront successivement 


x—=-4, Y=+6, 
Pas). Ye, 


X=— 4, y—=—0, 


selon que ce point passera dans un des angles YAx, 
XAy ; A En supposant & et db quelconques, les deux 
premuières pourront représenter toutes les autres. 

37: La liaison que nous vénons de découvrir entre 
les signes des variables x et y, ét leurs positions par 
rapport à leur origine commune, n’a pas lieu seule- 
miènt lorsque leurs valeurs sont comptées sur des li-- 
gnes droites ; cette liaison subsiste toutes les fois que 
FPon représente les valeurs d’une quantité variable par 
des longueurs comptées sur une ligne continue de 
forme quelconque, et à partir d’un même point. 


Soit , par exemple (fig. 8), AB ab une circonférence 
(à 
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de cercle dont Aa est un diamètre, et dont le centre 
est au point C : si l’on veut représenter les valeurs 
positives d’une variable x'par les arcs AM, AM’, 
comptés à partir du point À , et dans le sens AB, 4j 
faudra représenter les valeurs négatives de la mênie 
variable par des arcs Am, Am’, comptés à partir 
du même point À, et dans le sens opposé au pre- 
nier , sans quoi ces arcs ne pourront pas être com- 
pris avec les précédens dans une même formule ana- 
lytique. 

En eflet, si lon conçoit lorigine transportée en A", 
et qu’on représente par x” les valeurs des arcs, comp- 
tées de ce point, on aura , en faisant AA"— a, 


x=a+ x 
pour les points situés au-delà du point A", 
et x—=a— x 


pour les points situés entre le point A’ et le point A. 
Ainsi, pour que la même formule x —a<+x con- 
vienne aux uns et aux autres, il faut regarder le 
changement de signe de x” comme répondant au chan- 
gement de position des ares par rapport à la nou- 
velle origine. | 

Avec cette convention , si lon fait x —0, on aura 
x — «a pour la valeur de Parc AA’ comptée à partir 
du point À, tandis qu’en faisant x —0o, on aura 
x°—— a pour la valeur de ce même arc rapportée au 
point A" 

Et comme ces raisonnemens sont applicables à Po- 
rigine À aussi bien qu'à lorigine A’, on doit en 
conclure que les arcs négatifs doivent être pris en 
sens contraire des arcs positifs, pour que les uns et 
les autres puissent être compris dans les valeurs suc- 
cessives d’une même variable x. 
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.… 88. Les principes exposés dans les paragraphes précé- 
dens étant appliqués, dans le cercle, aux sinus et aux 
cosinus , déterminent complètement la marche et les 
rapports des signes qu’il faut leur attribuer dans les dif- 
férens quadrans. Si des points MM”, extrémités des ares 
AM,AM,onmène lesdroites MP , M'P", perpendiculaires 
au rayon CA , ces droites , étant situées du même côté de 
ce rayon et parallèles entre elles, devront être affectées 
du même signe, par exemple du signe, car on peut les 
considérer comme des ordonnées comptées à partir du 
point C, sur la ligne CB perpendiculaire à CA. Il 
en sera de même, par la même raison, de tous les 
sinus qui appartiennent à des arcs dont l’extrémité 
se termine sur un des points de la demi-circonfé- 
rence AB; mais une fois cette convention adoptée , 
tous les sinus des arcs dont l’extrémité se trouve sur 
Pautre moitié abA de la circonférence, doivent être 
affectés du signe négatif, car les droites mp, np’, 
qui les représentent , pouvant se compter sur le 
rayon Ca, dans un sens directement contraire aux 
premières, doivent être marquées du signe opposé. 

Quant aux cosinus, pour le point A, ou Parc est 
nul, il est égal au rayon CA ; et pour le point a, où 
l'arc est de 180°, il est égal à Ca. Si donc nous le 
supposons positif dans le premier cas, il faudra le 
regarder comme négatif dans le second; mais le 
choix est absolument libre, seulement 1il faut ob- 
server la même loi par rapport aux lignes situées 
de part et d'autre du point C sur la ligne ACa. 

Les signes des sinus et des cosinus étant déter- 
minés ‘d’après les conventions précédentes ; selon 
leur position dans les différens querts de cercle, 
ceux de toutes les autres lignes trigonométriques s’en 
déduisent, parce que ces lignes peuvent toujours être 


exprimées rationnellement , en fonction des sinus et 
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des cosinus auxquels elles répondent, de sorte que l’on 
connaîtra leurs signes d’après ceux que pronmént ces 
quantités. 

En effet, si l’on désigne par a arcAM (ig. 9,10,11,12), 
cet arc étant toujours compté dans un même sens, quel 
que soit le quadrans dans lequel tombeson extrémitéM, 
les triangles CMP, CAT, seront semblables , ainsi que 
CMQ, CMT”; de sorte qu’en nommant R le rayon CM 
du cercle sur lequel Parc AM se compte , ils donneront 


Rsin « 
‘AT = tang a , Lang a ——— 4 
cos a 
R cos a 
À'T'— cot & , COL a rss 
sin & 
; RE 
cl mt VC ee sé à —= ——; 
cos & 
! 4 R° 
CT’ = coséc a, COSÉC A = -;—, 
sin &@ 
AP — sin-v. «, SIN-V.& = 1 — COS à. 


Maintenant, lorsque la valeur particulière que lon 
veut donner à are AM sera fixée, le sinus ainsi que 
le cosinus de cet are seront, connus , et l’on! saura 
quels signes il faut leur attribuer , d'après le ms 
drans dans lequel ils tombent. Alors en les substi- 
tuant dans les expressions précédentes, avec leur signe 
propre, on connaîtra celui que doit prendre bas 
cune des lignes représentées par ces expressions. 
On voit ainsi que ces signes deviennent un résultat 
nécessaire des deux conventions précédemment faites 
sur celui que lon veut attribuer, dans chaque qua- 
drans , au sinus et au cosinus. Quoique cet exemple 
nous ait un peu écartés de notre objet, j'ai eru de- 
voir le donner, parce qu’il demande des considéra- 
tions assez délicates ,et qu’il est très propre à faire 
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senti Comment on doit raisonner dans tous les cas de: 
cette nature. 

39: Ori peut, à laide de ce qui précède ; trouver 
analytiquement lexpression de la distance de deux 
points dont om connait les coordonnées rectangles. 

Soient (fig. 135), M'°,M",lespoints dont il s'agit:si Pon. 
mène M'Q° Mer à l'axe des x, et terminée: aux 
coordonnées MP’, M"P”, le triangle M! M'Q', rectangla 
en Œ Pise 


MM" Ds vMQ"= L M'Q”?. 
: Soient siens MST; ; y”, les coordonnées AP”, 
PM, AP", P'M"; M'Q' sera x°—x, et M'Q = y'— 


Si donc on antisante par D la distance cherchée,, 
on aura 


D des V/(x’ x) æ (y” —yY. 


Si un des points, par exemple, celui dont les coor- 
données sont x’, y’, était l’origine même des coordon- 
nées, on aurait 


: Fa 


cé qui donnerait 
Day 


C’ést l’éxpréssion de la distance d’un point quelconque 
à l’origine des coordonnées. Il est aisé de Sen con- 
vaincre directement Sur la figure 14, où M représente 
un point placé conformément à cette condition; car le 
triangle AMP rectangle en P , donne 


io AM — AP + PM = x° +"; 
doûù 





D=y/2 + y. 
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40. Reprenons maintenant en particulier chacune 
des deux équations x — a, y —b, qui fixent la posi- 
tion d’un point sur un plan ; a FE b étant des quan- 
tités quelconques. 

La première , x = a , considérée comme si elle ‘exi- 
stait seule, et prise FA son sens le plus étendu tant 
qu’on ne considère que deux dimensions, convient, à 
tous les points dont l’abscisse est égale ‘à à. Or, si nous 
supposons (fig. 4), AP — à, tous les points dé la li- 
gne PM, prolongée EEE dans les deux sens, 
satisferont à cette condition! L’équation æ — « appar- 
tient donc à la ligne droite PM, parallèle à l'axe des y. 

On trouvera Re mème que l'équation = ex- 
prime une propriété qui convient à tous les” points 
de la ligne QM, menée par le point de l’axe des y pour 
lequel AQ — 6 ,et prolongée indéfiniment dans les deux 
sens, parallién ont à l'axe desx. 

Ainsi , en disant que le point M est détérrilité par le 
système des équations 


Ets d vhs 


2 LE CIEL 
a À + 


on écrit qu'il est donné par l'intersection de deux 
droites indéfinies menées parallèlement aux axes 
AX, AY; ce quiest la traduction littérale de ‘la con- 
struction géométrique qui sert à le trouver. 

La ligne droite, représentée par Péquation x = a, 
sera située tout entière du côté des abscisses positives , 
si a est positif : au contraire, si a est négatif, elle se 
trouvera du côté des abscisses négatives ; si & est nul, 
elle coincidera avec l’axe des y, dont léquation est 
par conséquent 3 

L'i0- 


Il est visible, en effet, que cette propriété est com- 
mune à tous les points qui sont situés sur cet axe, et 
qu’elle n'appartient qu’à eux seuls. 
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De même, suivant que à sera pasitif ou négatif, la 
ligne droite dont l'équation est y= b:, sera située 
au-dessus où au-dessous de l'axe des x; et, si 8 est 
nul, elle coïncidera avec cet axe , dont l'équation est 
par conséquent 

Y 0; 
Enfin , le point A, origine des coordonnées étant à 


la fois sur ces deux axes , sera défini par Îe système 
des deux équations 


X—0, Y—=0, 


comme nous l’avons trouvé précédemment. 

41. La méthode que nous avons employée pour ex- 
primer analytiquement la position d’un point, peut 
donc: servir encore à désigner une suite de points si- 
tués sur une même ligne droite parallèle à un des 
axes des coordonnées. En généralisant ce résultat, on 
voit que, si-tous les points d’une ligne quelconque , 
droite ou courbe , sont tels qu'il existe la même rela- 
tion entre les ordonnées et les abscisses de chacun 
d'eux ; l'équation entre æ et y, qui exprimera cette 
relation , doit caractériser cette ligne. Réciproquement , 
Péquation étant donnée, la nature de la courbe s’en- 
suit. Car, si l’on veut trouver ceux de ses points qui 
répondent à une abscisse déterminée, il suflira de 
mettre cette valeur pour x dans léquation; et celle-ci ne 
contenant plus alors que la seule inconnue y, fera 
connaître les valeurs des coordonnées correspondan- 
tes, qu'il faudra placer , par rapport à l’axe des x, 
conformément aux signes dont elles sont affectées : de 
même, en se donnant y; léquation fera connaitre 
les valeurs correspondantes de x. 

Une équation qui exprime ainsi la relation qu'ont 
entre elles les abscisses et les ordonnées de chaque 
point d'une ligne , se nomme équation de cette ligne ; 


+ 
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et lon dit que la ligne est continue ow discontinue , 
suivant que la même équation convient ou ne convient 
pas à tous les points dont elle est composée. 

42. Considérons, par exemple, une ligne droite AM 
(fig. 15), menée par l’origine des coordonnées ; et fai- 
sant un angle « avec Paxe des x, l'angle YAX des deux 
axes étant égal à 8: si d’un point quelconque M, 
pris sur ae droite, on mène l’ordonnée PM nn 2 
lèle à l'axe des y, on aura toujours 


PM sin @ : sin & 
=> —"— —© OU Y=L ———— ; 
AP sin (8— «) Y sin (8 — a) * 


“et cette équation ayant lieu pour tous les points de 
la droite AM , est Péquation de cette droite. | 

Quoique nous FPayons obtenue en considérant les 
points situés dans Pangle YAX , elle n’en est pas 
moins applicable aux points situés dans les autres 
angles des axes, pourvu qu'on y change convena- 

lement le signe des variables æ et y: Si lon y 
fait, par PA vè x négatif, pour avoir les points 
tte du côté des aRvétaes née: elle donnera 


7 x Sin æ d 
PTT Sn — 4) 


c’est-à-dire que, pour ces points, y devient aussi né- 
gative, de sorte qu’ils sont situés au-dessous de Paxe 
des x, tandis que ceux qui sont situés dans l'angle XAY 
sont au-dessus du même axe : nous supposons ici que 
sin + est unequantité positive, et que « est moindre que £. 

Cette valeur de # est la même pour tous les points 
de la même droite AM , mais elle varie d'une droite: 
à une autre: examinons les circonstances qui résul- 
tent de cette variation. 

À mesure que æ diminue, la droite s'incline vers 
Vaxe des abscisses, avec lequel elle se confond lors- 
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que # — 0 : aussi cette. supposition donne-t-elle y = o 
pour son équation. En partant de cette position, à 
mesure que & augmente, la droite se rapproche de Paxe 
des y, et elle coïncide avec cet axe quand £ — 4; aussi, 
dans ce cas, sin (8—«) devenant nul, l'équation, 
dégagée de ce dénominateur , réduit à x = 0. L’angle « 
continuant à augmenter , (8 — +) devient une quan- 
tité négative; alors sin (2—4) est négatif et égal à 
— sin (æ4—£), et l'équation de la droite devient 


Per x sin & \ 
RCD 
elle se trouve alors placée dans la ‘situation AM’, et 
c’est ce que léquation précédente confirme; car tant 
que x est positif, elle donne ÿ négatif, et lon ne 
peut avoir y positif qu'en prenant x négatif: ce 
qui indique que la droîte reste au-dessous de laxe 
des x du côté des abscisses positives, et ne passe au- 
dessus de cet axe que du côté des abscisses négatives. 
Lorsque « devient égal à 180°, la droite se confond 
de nouveau avec Paxe des x; c’est ce que la formule 
indique, car on à alors Sin «= 0, ce qui donne y — 0 
pour Péquation de la droite. 
Enfin, « devenant plus grand que 180°, sin « "est 
négatif , aussi bien que sin (8— «), et l'équation de 
la droite redevient, comme précédemimerit, 


de Sin: & 
Fist 

Le AT RE oi —— reprend, alors des valeurs po- 
| sin US — 5 

sitives : en effet, la droite se trouve alors , placée 
dans la situation M'AM; et, comme elle est indéfimie, 
elle se trouve rentrer aussi dans le premier quadrans 
XAY. À partir de ce terme, elle reprend successivement 
dans les autres quadrans les positions qu’elle occupait. 
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On voit, par cette discussion , que la formule 


sin & 


D has 3 sin (8— «) 








est applicable à toutes les droites qui passent par lori- 
gine des coordonnées. 

43. Considérons maintenantune droite A"M'(fg. 16), 
qui fasse, ainsi que la précédente, l'angle « avec l'axe 
des abscisses, mais qui ne passe plus par lorigine des 
coordonnées : et, comme elle ne serait pas déterminée 
par son inclinaison seule , supposons, de plus, qu’elle 
coupe l'axe des y dans -un point A”, tel que A:A” soit 
une quantité donnée à : si on lui mène, par l'origine 
des coordonnées, une parallèle AN , dont l'équation sera 


sin « 


A PU SES 


la valeur de lordonnée PM se composera , pour un 
point quelconque » de -la partie MN, qui est égale 
à AA’ ou à D, et de l’ordonnée PN, dont. la HE 
x sin « 
sin (8 — a) 
aura l'expression de locdomnes PM ou y-de la droite 
proposée , qui sera 


est En réunissant ces deux quantités , on 





x Sin & 
Ÿ sin sin (8 — — = à) TR 
C'est l'équation la plus générale d’une ligne droite , 
quand on ne considère que deux dimensions; et elle 
renferme deux indéterminées æ et db, parce qu'il faut 
deux conditions pour particulariser la droite. 
Il est facile de reconnaître , par la forme même de 
cette équation, que tous les points auxquels elle appar- 
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lient sont situés sur une ligne droite, car on en tire 

y—d. , sine 

[x  sin(8—c) 

Si lon regarde le point M comme un quelconque 
de ceux qui satisfont à cette équation , et que , par le 
point À’, pour lequel AA°=— b , on mène une parallèle 
A'Q à l'axe des x, QM sera y—b , A’Q sera égal à x; 
et, puisque par la nature de l’équation le rapport de 
3ÿ— 0 à xest constant, on aura 


MQ._MC 

AQ. A'Q 
et ainsi de suite pour ‘tous les points M, M", qui vé- 
rifiéront l'équation proposée ; d’où il suit que les 
triangles A’MQ, A’M'Q", etc., sont semblables, et 
par conséquent tous ces points sont en ligne droite. 
"On peut retrouver de même toutes les autres 
circonstances relatives à cette ligne; car, d’abord, 


MQ , Fee sin # 


le rapport constant T0 étant, égal à RC) ” 


7, CUT, 


si ce rapport est donné, comme £ est aussi donné, on en 
tirera la valeur de #, ou MA'Q; de plus, quand x — 0, 
Péquation donné” Mrs b, et par conséquent A’A — 2. 
On a donc un pôint de la droite , et Pangle qu’elle fait 
avec l’axe des x : on pourra dohE la construire d'après 
ces données. 

Si l'on veut connaître le point où elle coupe Paxe 
dés x, il faudra supposer y nulle; ce qui a lieu pour 
tous les points situés sur cet axe. Cette supposition 


donne 
RARE 7 Sin (& — 4). 
Sin & 


et l’on voit, par le signe de cette valeur, que, si & est 
moindre que 8, b étant positif, la droite coupera l’axe 
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des x du eôté des abscisses négatives; ce qu'il était d’ail- 
leurs facile de prévoir. 

En supposant x négatif et plus grand que la valeur 
précédente, on aura les ordonnées de la droite au-delà 
du point B; et ces valeurs seront négatives, parce qu’élle 
passe alors au-dessous de Paxe des abscisses: 

Aïnst, non-seulement l'équation 


* sin @ 
DA ErE 


is TC ES ll 


appartient à tous les points d’une ligne droite, qui fait, 
avet l'axe des x, un angle &, et qui rencontre l'axe 
des y à une distance D de Voriginé; mais cette équation 
suffit pour caractériser la ligne droite, dont; ik s'agit, 
el trouver sa position par rapport aux axes des coor- 
données. 

44. Cette propriété des formules PA de pou- 
voir s'appliquer aux lignes dans toute leur étendue , 
résulte comme nous layons dit plus haut, de la liaison 
qui existe entre les changemens de signe des variables 
x et y, et les changémens de position des lignes qu'élles 
représentent, par rapport à Vorigine. 

45. Les variables x et y ne:se fsoutept qu'au premier 
degré dans cette équation, et n’y sont, pas multipliées 
entre elles. D’après cette considérätion, on. nomme 
linéaire toute équation de cette forme, quelque nombre 
de variables qu elle renferme. 


46. Jusqu'ici, nous ayons PRE que l'angle 8 , formé 


calculs : on a ar 
sin (8— «) —=sin (90° — x} = cos, 
et Péquation de la. droite devient 


y == x tang. a + à, 
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comme ilest facile de le vérifier à posteriori, en chser- 
vant que, par la nature de la ligne droite ; la relation 

y — d 


a (ans « 
Nan see 
x 


est toujours satisfaite, quel que soit celui de ses points 
que l’on considère. 

En représentant, pour plus de simplicité, tang « par 
une seule lettre & , nous aurons ainsi 


y = ax #0 

pour Péquation de la ligne droite, lorsque les coordnn- 
nées sont rectangulaires. Sous cette forme , a représen- 
tera la tangente trigonométrique de Pangle que fait Ia 
droite avec l'axe des x, et b représentera la distance de 
Porigine au point où SE coupe laxe des y; ou, ce qui 
revient au même, ce sera la valeur de Palo cor- 
respondante à x — 0. 

47. Tant que a et b sont indéterminés, la situation 
de la ligne n’est pas connue, et l’on saït seulement que 
ses points sont en ligne droite; mais si ces valeurs sont 
données, ou si lon a des conditions qui les déterminent, 
on en déduit la position de la droite, puisque lon con- 

naît un de ses points sur l'axe des y, et Pangle qu’elle 
forme avec l'axe des x. 

La recherche des coefliciens a et b, d’après des con- 
ditions données, produit les questions suivantes, dont 
il importe de retenir les solutions , parce qu’elles 
servent dans presque tous les cas où l’on applique le 
calcul à la Géométrie. 

48. Trouver l'équation d'une ligne droite qe passe 
par deux pe dennés, 

Soient x”, y, x, y , les coordonnées de ces points, 


la ligne cherchée devant être droite, son équation sera 
«de la forme 


Y= ax + 0, 


a et b étant encore inconnus. 
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Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées 
sont x’, y’, il faut que son équation soit satisfaite 
quand on y met x’ pour x,ety' pour y; ce qui exige 


qu'on ait Ç 
y =ax + à. 


Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées 
sont x", y", il faudra de même que 


y" — ax" + b. 
Ces deux équations feront connaître & et b. En substi- 
tuant leurs valeurs dans l'équation de la droite, elle 
sera déterminée. | 
L’élimination peut se faire très simplement, en re- 


tranchant la seconde équation de la première, et la 
troisième de la seconde; car on a par ce moyen, 


y—y =a(x —x), 


’ (EF 6 4). 
y —y" = a (x — 2"); 
d’où l’on tire 
1 C4 ti 
rues + Qi Yi es 
Veste T—xT a =" ————©., 
à T 7 } E ur 


La première de ces équations est celle de la droite 
cherchée, et la seconde détermine l'angle qu’elle fait 
avec l'axe des x. Il est aisé de vérifier à posteriori, 
que les conditions demandées se trouvent ainsi satis- 
faites, car x = x" donne y = y" et x = x" donne 
ee 7 : 
ET 
Si Y—Y —=0, ona a—=0, 
et il vient Y—=y; 


c’est-à-dire qu’alors la droite devient parallèle à l'axe 
des æ'; et cela doit être en effet, puisqu'elle passe par les 
extrémités de deux ordonnées égales. 
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si t . 
Six — x"'—0o, on a - — 0, et il vient x = x”; 
a 


c’est-à-dire qu’alors la droite fait un angle droit avec 
l'axe des abscisses, et devient par conséquent parallèle 
à l'axe des y; ce qu’il était facile de prévoir. 

IL est visible que la méthode dont nous venons de 
faire usage peut encore être employée pour faire passer 
une ligne droite par deux points donnés , dans le cas où 
les coordonnées ne seraient pas rectangulaires. 

49. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une 
droite soit parallèle à une autre. 


Soit y=ax +0 


Péquation de la droite donnée; a et b seront connus. 
Celle de la droite cherchée sera de la forme 


y—=ax+ 
a” et D’ étant inconnus. 
Pour que ces droites soient parallèles, il faut qu’elles 
fassent le même angle avec axe des x; ce qui donne 
f 
Ar, 
et l'équation de la parallèle devient 
y —= ax b; 


L’ reste encore indéterminé, parce qu’il y a une infinité 
de droites qui sont parallèles à-la ligne donnée. 

Mais si l’on veut que cette parallèle passe par un 
point donné, et dont les coordonnées soient x", y”, il 
faudra qu’on ait 


y —= ax + b". 


Cette équation fait connaître D”; en la combinant 
avec la précédente, il vient 


Yy—y =a(x— x) 
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pour Féquation de la parallèle menée par le point donné 
à la droite donnée. 

50. Trouver langle de deux droites dont les équa- 
tions sont données. 


Soit y — ax +- b l'équation de la premtièré droite, 
y —= ax + b’ celle de la seconde. 


La première droite fait avec l'axe des æ un angle «, 
dont la tangente trigonométrique est a. La secondé 
droite fait avec le même axe un angle &’, dont la tan- 
gente est 4° L’angle cherché est donc a = :or,ona; 
par les formules trigonométriques, 


tang « — tang æ 


tahé (ee —— d) ET Es 
8 ( ) 1 + tang 4 tang & 


En nommant donc V langle des deux droites, on aura 


d'— & 

tang Ve ira 

Siellessont parallèles, Pangle V est nul, et tang V—0, 
ce qui donne a = a, comme nous avons déjà vu, 

Sielles sont pérpendiculaires lune à l'autre, angle V 
est droit, et sa cotangente est nulle : l'expression de 
| 1 I +aa 
tangV ? ar arr" 
pour qu’elle soit nulle, il faut qu’on ait 


cette cotangente est, en général, 


a +1 = 0. 


C’est la condition nécessaire pour que deux droites 
soient perpendiculaires lune à l’autre; et si l’une des 
quantités a , a’, est connue, l’autre sera déterminée par 
cette équation. : 
51. Trouver les points d’intersection de deux droites; 
dont on connaît les équations. | 


L 
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Soity —ax + b l'équation de la première, 
y = a'x + L” celle de la seconde. 


Le point d’intersection devant se trouver à la fois sur 
les deux droïtes, ses coordonnées doivent satisfaire à la 
fois à leurs deux équations : donc, si l’on considère ces 
deux équations comme ayant lieu en même temps, leur 
combinaison donnera les valeurs de x et y, qui con- 
viennent au point dont il s'agit. On trouve ainsi, par 
l'élimination, | 

(b — db") ab — ab 


MATE SorlenNh ta C 
a—« ? Y a— «a 





Quand a — «’, ces valeurs deviennent infinies, c’est-a- 
dire qu’alors il n’y a plus de point d’intersection, ou, 
en d’autres termes, qu’il est infiniment éloigné; mais 
aussi , dans ce cas, les droites sont parallèles. 

La méthode que nous venons d'employer est géné- 
rale, et peut servir à déterminer les points d’inter- 
section de deux lignes courbes quelconques, situées 
dans un même plan, quand on connaît leurs équations, 
car , ces points devant se trouver à la fois sur les deux 


courbes , leurs coordonnées doivent satisfaire en même 


temps aux équations de lPune et de l’autre: ainsi, en 
combinant ces deux équations, les valeurs que lon ob- 
tiendra pour y et pour x seront les coordonnées des 
points d’intersection. 

Il faut donner beaucoup d'attention au principe 


que nous indiquons ici, et qui consiste à combiner 


analytiquement plusieurs équations, pour en déduire 
le résultat commun qui satisfait à leur ensemble. 
L’Elimination ,; considérée sous ce point de vue, 
renferme presque tout le secret de lapplication de 
PAlgébre à la Géométrie, et j'aurai soin d’en faire 
remarquer les effets à mesure qu'ils se présenteront. 

52. Mener par un point donné une perpendicu- 


;. 
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laire à une droite donnée, et trouver la longueur de 
la portion de cette perpendiculaire comprise entre 
le point et la droite. 


Soit y —ax + b léquation,de la droite donnée , 
Hetrys, les coordonnées du: point donné. 


La perpendiculaire étant une ligne droite, et de- 
vant passer par ce point , son équation sera de cette 
forme : 

RSR | ’ 
Y—Y =a (EX): 
La condition d’être perpendiculaire donnera 


1 
aa +10; d'où «a'—=——, 
a 


et l’on aura par conséquent. 
dti 1 ’ 
Ar en CP) 


Cest. l’équation de la perpendiculaire menée par, le- 
point donné à la droite donnée. 

Pour le point d’intersection de ces deux droites, 
leurs équations. devront avoir lieu en même temps : = 
ainsi à ge représentant les coordonnées de ce point 
par à”, Y' on aura , pOur les déterminer, À 


Y. Tax + b, 


1 
TI GET x). 


Pour faire Pélimination avec plus de facilité, on. 
mettra la première de. ces deux. équations sous la 
farme 

ÿ"—y =a(x"— x) + D + ax’ — y; 
et, en Ja combinant avec la suivante, on en tirera 


1  daciale (y'—ax— ba 11 er pa — AX) db) 
SHTTPR EX 1 + a DD 2% 0 Ja MZ TUE à 
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4,b,x',yÿ', étant des quantités connues , les coor- 
données x"y" du point d’intersection se trouvent ainsi 
déterminées. 

53. Cherchons maintenant la longueur de la portion 
de perpendiculaire comprise entre le point et la 
droite donnée; lexpression de cette longueur est 


(x nez; x)? + (y° — y}. 


En la représentant par P, et mettant pour. rx" 
êt y”— y’ leurs valeurs, il vient 


pour la longueur de la perpendiculaire cherchée. 

À laide de ce qui précède, on peut résoudre 
toutes les questions qui ne dépendent que de la ligne 
droite , et qui sont relatives à des points situés dans 
un même plan. Nous allons maintenant étendre ces 
résultats au cas général où l’on ne fait abstraction 
d'aucune des dimensions de’ l’espace. 


Des Points et de la Ligne droite considérés 
en trois dimensions où dans l’espace. 


54. Nous avons dit qu'un point de l’espace est dé- 
terminé de position lorsque l’on connaît les lon- 
gueurs et les directions de trois droites menées de 
ce point parallèlement à trois plans, et terminées à 
ees plans. Pour plus de simplicité, nous supposerons 
ceux-ci rectangulaires; alors , si on les représente. 
par YAX, XAZ et ZAY , et qu'on sache qu'un point M 
est placé à une distance MM’ du premier, MM’ du 
second , et MM” du troisième, fig. 18, il suit de la 
propriété qu'ont les deux plans parallèles d’être Éga= 


7 ss 
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lement éloignés l’un de l’autre dans tous leurs points; 
que, si lon mène aux distances données trois plans 
M'MM", MMM’, M'MM, respectivement parallèles 
aux précédens , le point M se trouvera à leur ren- 
contre mutuelle. 

Les plans rectangulaires YAX , XAZ, ZAY, aux- 
quels on rapporte les points de Pespace, se noni- 
ment les plans coordonnés : ils se coupent deux à 
deux , suivant trois droites, AX, AY, AZ, passant 
toutes trois par le point A , et perpendiculaires entre 
elles. 

D’après les propriétés des plans parallèles, la di- 
stance MM’ du point M au plan YAX, distance que 
nous avons figurée dans lespace, peut se mesurer sur 
la ligne AZ, et elle est égale à AR. 

De même, la distance MM” peut se mesurer sur la 
ligne AY, et elle est égale à AQ. | 
Enfin, la distance MM” peut se mesurer sur la 
ligne AX, et elle est égale à AP; on voit qu’il en se- 
rait de même pour tout autre point de l’espace 

Les droites AZ, AY, AX , sur lesquelles nous comp- 
terons désormais les distances respectives des points 
de l’espace aux plans YAX, XAZ, ZAY, se nom- 
ment les axes des coordonnées, dont le point A est 
Vorigine. Nous représenterons en général par x les 
distances qui se comptent sur la dernière, qui sera 
Jaxe des x; nous désignerons par y celles qui se 
comptent sur la ligne AY, qui sera laxe des y, et 
nous désignerons par Z celles qui se comptent sur 
l'axe AZ, qui sera l’axe des z. | 

Si donc, ayant mesuré les trois distances AP, AQ, 
AR , on les trouve égales à a, D, c, on aura, pour 
déterminer la position du point M, les trois équa- 
tions 

Tea,  YEb, , 12EcC; 
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et comme elles suflisent pour cet objet, nous [es nom- 
merons les équations du point M. 

Les positions des points M’, M", M”, que l’on ap- 
pelle les projections du point M sur les trois plans- 
evordonnés, se trouvent déterminées par ces équa- 
tions, car on en tire 


Y=b,,: za 


pour les coordonnées du point M”, projection, du: 
point M sur le plan YAX; 


G—=X;,. Ze 


pour les coordonnées du point {M", projection du point 
M sur le plan XAZ; 


Z2—=C = D: 
> 4191 Y 


pour les coordonnées du point M”, projection: du: 
point M sur le plan ZAY. 

On voit, par la composition des équations précé- 
dentes, que deux de ces projections étant données, 
la troisième s’ensuit nécessairement. Dans la construc- 
tion géométrique, on les déduit facilement les unes 
des autres; car M” et M”, par exemple, étant don- 
nées, on menera M”Q et M'P, parallèles à AZ, puis 
QM' et PM respectivement parallèles aux lignes 
AX, AY; M' sera la troisième projection du point M. . 

55. IL résulte de ce qui précède, que tous les points. 
de l’espace étant rapportés à trois plans perpendicu- 
laires entre eux, les points de chacun de ces plans 
se trouvent naturellement rapportés à deux droites 
perpendiculaires entre elles, qui sont les intersec- 
* tions de ce plan ayec les deux autres. 

Ainsi , désignant chaque plan par les coordonnées 
qui lui sont propres , le plan YAX sera celui des x et 
des y, le plan XAZ celui des x et z, et le plan ZAY 
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celui des y et z : nous ferons désormais usage de ces 
dénominations. 

Ce que nous avons dit plus haut sur Raperneéte- 
tion qu’il faut donner aux ordonnées négatives, $ap- 
plique aux axes AX, AY, AZ; et il s'ensuit que les 
signes des none x, y, 2, feront connaître la 
situation de chaque point dé na et d'autre des trois 
plans coordonnés. ‘Il ne faut pas perdre de vue que 
ces plans sont indéfiniment étendus , et que les droites 
AX,AYŸ, AZ, sont indéfiniment prolongées de part 


et d Ke de leur origine commune. 


56. Reprenons maintenant-en particulier chacune 
des trois équations 


: 115 


ESA JR VEUT, Rd ra 


44 déterminent la position d’un point dans l’espace , 

> 0, ©, étant quelconques. 

ia Are , x—a@, considérée comme: si elle 
existait seule , convient à tous les points, dont Lab- 
scisse AP est Re à a. Elle appartient par . consé- 
quént au plan MM'PM” , supposé indéfiniment étendu 
dans tous les sens; car tous les points de ce plan; 
qui est parallele au plan ZAY, satisfont à cette con- 
dition. De même, Féquation y = convient à tous 
les points du . MM"QM", mené par le point M, 
parallèlement au plan ZAX; et enfin l'équation 2=c 
-convient à tous les points du plan MM'RM”, qui 
ést mené par le point M parallèlement au ‘plan 
XAY ; ces plans devant toujours être regardés eomme 
Eee 


Par conséquent, le système des trois équations 
Pa Pr rt Reed p 


signifie que le point auquel elles appartiennent est 
situë en même temps sur trois plans parallèles aux 
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plañs coordonmés , et dont Les distances à:ceux-ci sont 
représentées par a, bd, c; ce qui estlxtraduction de 
da construction géométrique de:laquelle môus sonimes 
partis. : 

Lorsque ces distances dévien Mohéniu Let 1 EE ninuis 


Len, Y=0,; 2,0 


sont celles-des plans coordonnés éux-nrêmées. La pret 
niière appartient au plan des Y7; Ja éëconde , au 
plan des xz, et la troisième, au ph dés %y; leur 
ensemble a lieu pour le point À, origine des coor- 
données, puisque ce RES est léur commune inter- 
section, 

57. Au moyen de ce qui précède, il est Lots d’ex- 
primer la distance de deux points dont,on.connait les 
coordonnées, fi! 19; car soient M, M,, ces deux points L 
dont les rs Seront, V8: À > Yo Sie 
par le preñier, 6n mène une ligne droite MQ pa 
rallèlé au plan des xy, et terminée à l'ordonnée MM’, 
on aura | 


MM, = QM + QW.. 


QML, est égale à MM, —M'M, ou à 3 =— 5; M évalé 
M'M'aSi, par le POirb M',on mène M'R parallèle: al: axe 
des x, MR sera :ÿ"— 2 MR sera: &—x, et lon 


aura 


2N) s.$ 


MM, = Met ur sv à 
En substituant ces valeurs ;3k viendra 
Nan + MNT Car2 GE) 
Nommant'donc D la distance cherchée,, on aura 


D=VG—ry F3 + G—7) 
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C’est l’expression de la distance de deux points quel- 
conques de l’espace. 

On peub remarquer ; dans cette expression, que 
s'—x, ÿ—Y, :—z, sont les projections de la 
droite D sur les trois axes des x,.y, z; d’où résulte 
ce théorème : Le carré d’une portion quelconque de 
ligne droite ést égal à la somme des carrés de ses pro- 
jections sur trois axes rectangulaires. 

Si le point 71 coïncide avec l’origine À des coordon- 
nées, la formule précédente devient 


11 D =V a LYS TE 2. 


C'est la distance d’un point quelconque de l’espace 
à l’origine des coordonnées, fig. 20: en effet, les 
triangles AMM', AMP, étant rectangles, lun en M’, 


autre en P, donnent 


AM = MM° + AM — MM + MPHAP= 2 ++ 
comme nous venons de le trouver. 

On voit par ce résultat que le carré de la diagonale: 
d’un parallélépipède rectangle est égal à la somme 
des carrés de ses trois arêtes. 

Ce théorème, présenté d’une autre manière, donne 
une relation entre les cosinus des angles qu'une droite 
quelconque AM forme avec trois axes rectangulaires 
entre eux. En effet, désignons ces trois aigles par 
X, Y, Z;, selon la dénomination de l'axe auquel ils 
appartiennent, et nommons 7 la distance AM. Cela 
posé, dans le triangle AMM' rectangle en M, il est 
visible que FRE AMM' est justement celui que 
nous avons GReL par Z; de plus, MM est égal 
à z, et AM est égal à r; on a donc, dans ce 
iriangle, , 

32 r cos Z. 
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Eñ raisonnant de même pour les deux autres, ep 
aura 


y—=r cos Y, 
se REZ COS X 


et cela est évident par la seule considération de la sy- 
métrie de la figure. Ces trois équations étant élevées au 
carré 3 ajoutées EHSEMBIE ; donnent 


x? “+ y cul ie r à f'cos® X- 0062 Y Hens*2}; 
or , On a par notre théorème 
ÉD ee 
par conséquent 3 il faut qu’on ait aussi 
MT 608 X + cos? Y + cos Z = 1; 


c’est-à-dire, que lorsqu'une ligne droite forme trois an- 
gles X, Y,Z, avec trois axes rectangulaires, la 
somme ee carrés des cosinus de ces trois angles est 
toujours égale à l'unité. | 

58. Men que nous sayons exprimer la position 
des points dans l’espace, cherchons la relation qui 
doit exister entre les coordonnées d’une suite de points, 
pour qu’ils soient situés en ligne droite. 

Pour cela, il suffit de remarquer que, si, plusieurs 
points sont en ligne droite dans l’espace, leurs pro- 
jections sont aussi en ligne droite sur chacun des plans 
coordonnés. 

En effet, la projection d’un point sur un plan est le 
pied de la perpendiculaire menée du point sur ce plan : 
Si plusieurs points sont en ligne droite, cette droite est 
dans un même plan avec les perpendiculaires menées 
de ses points , et par conséquent les pieds de toutes ces 
perpendiculaires sont sur une même ligne droite. 


106 DES POINTS ET DÉ LA LIGNE DROITE 

-Ce plan, qui contient toutes les perpendiculaires 
menées des divers points de la droite, se nomme plan 
Projetant , et son intersection avec le plan coordonné 
est la projection de la droite. 

Une droite est déterminée, quand on connaît deux 
plans qui la contiennent; elle le sera quand on,con- 
naîtra deux de ses plans projetans : : Or, Ceux-ci sont 
déterminés quand on a les projections par lesquelles ils 
passent ; ainsi , une droite est déterminée quand on 
connait ses projections sur deux des-plans coordonnés. 
Par conséquent, les équations de ces projections sur 
les plans des xz et des yz étant!" | 


x añtae, :y=bz 48, 

leur ensemble fixe dans Pespace la position de la droite; 
si elle passe par l’origine , &« et 8 seront nuls: 

Ces bei sont faciles à wérHier. En effet, 
Péquation 

NES a2 = & 

expr imant une relation indépendante de y, v’ appar- 
tient pas seulement à la ligne droité qui est la projec- 
tion de la proposée sur le plan des et z elle éonvient 
aussi à tous les points du plan mêné perpendiculaire- 
ment à celui dés x et z par cette projection > puisque , 
pour 0es points, la LÉTAUIO des x et z est encore la 
même. l 

Semblablement , Péquation 


y=u+e, 


lorsqu'on la ms à part , a lieu, quelles que soient 

les valeurs de x, puisqu'elle est indépendante de cette 

variable : elle n'appartient done pas seulement à la pro- 

jection de la droite proposée sur le plan des y et z, elle 

convient au plan projetant mené, par cette projection. 
Par conséquent, le système des deux équations : 


x Uz+ a, ÿ—b:+E8 
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signifie que la droite proposée se trouve en même temps 
sur deux plans donnés, et voilà pourquoi leur ensemble 
détermine sa position. On voit aussi par là que les va- 
riables x, y, z, de ces équations, expriment les coor- 
données des points de la droite , coordonnées qui 
doivent avoir entre elles les relations déterminéés par 
ces équations. 

La droite étant ainsi particularisée ; sa projection sur 
le troisième plan doit résulter de ces données. En effet, 
en, éliminant z entre les deux équations précédentes , 
on trouve | 

X— ÿ— 


8 v. 
où re) 





Les coordonnées x et y , qui entrent dans le résultat, 
appartiennent aux points de la droite; elles indiquent 
le lieu où tombent les perpendiculaires abaissées de ces 
points sur le plan des æy. La suite de ces coordonnées 
forme donc la projection de la droite; et la relation qui 

existe entre leurs valeurs montre que cette projection 
est elle-même une ligne droite, ou, ce qui revient au 
même, c'est l'équation du sr projetant perpendicu- 
Jairé au plan des'xy. Il est visible que cette équation, 
avec une des précédentes , suflirait aussi pour caracté- 
riser la droite dans l’espace. 

IL suit de là qu’il faut , en général , deux équations 
pour fixer la position ul droite dans Pespace, et ces 
deux équations sont celles des deux plans sur lesquels la 
droite se trouve. 

Lorsque a, b,a, 8, sont connues, les équations 

T—=az+a 

_Y= bz + 8 
ne laissent qu’une des variables indéterminées ; on peut 
donc alors se donner les valeurs de cette dernière , etles 
équations feront connaître les valeurs correspondantes 
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des deux autres; on pourra done obtenir les coérdonnées- 
d’un nombre quelconque de points situés sur la droite. 

À ce procédé analytique répond une construction 
géométrique fort simple. Si lon construit les deux 
projections de la droite sur ceux des plans coordonnés 
où elles se trouvent, ce qui est facile’, "ces projections 
tiendront lieu de leurs équations ; alors; en prenant à 
volonté une des coordonnées, elles feront: connaître Es 
deux autres. 

Soient, par exemple, A°M", AM", ces deux pro- 
jections (fig. 21). Si lon prend à volonté z—= AR, que 
par le point R, on mène RM", RM”, parallèles aux 
axes des x et des y, et que des points M", M”; on mène 
les ordonnées M'P, M"Q, les lignes AP, AQ, seront les: 
valeurs de x et de y Etre à z— AR. Alorssi 
Fon mêne PM”, QM’, respectivement parallèles aux.axes. 
AY, AX, les points M', M”, M”, seront les trois pro- 
jections du point cherché sur les plans coordonnés. 

De même, si Pon donnait d’ abord'a K AP, on aurait: 


ensuite 
2PAT 


et, achevant la construction comme précédemment, on: 
trouverait 


La construction:serait la même, /si lon employait la: 
projection de la droite sur le plan des xy ,.avec une des 
deux précédentes. 

Lorsqu'une droite est située dans un-des plans coor- 
donnés, sa projection sur les deux autres se confond- 
avec les axes eux-mêmes. Si, par exemple, elle se: 
trouve dans le plan des x2, on a 


F0 TE 
et ses équations deviendraient 


V0, L—4Z-#k 
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La première exprime que la projection de la droite sur 
le plan YZ se confond avec l'axe des 3, et la seconde 
représente sa projection sur le plan des xz, laquelle se 
confond dans ce cas avec la droite elle-même. 

La recherche des coefliciens &, b, #, 8, d'apres des 
conditions données, et la combinaison des lignes droites 
qui en résultent, donnent lieu , dans Pespace, à des ques- 
lions analogues à celles qui se sont présentées à nous 
en deux dimensions , et leur résolution n’est pas d’une 
moindre utilité : nous allons les discuter successi- 
vement. 

9°9.Mais, auparavant , nous ferons une remarque im- 
porlante; c’est que les procédés dont nous venons de 
faire usage, peuvent également servir à indiquer la 
succession des points d’une ligne courbe quelconque 
située d’une manière quelconque dans l’espace. En effet, 
il suflit que lon ‘connaisse les projections de cette courbe 
sur deux des plans coordonnés, pour qu’elle soit déter- 
minée entièrement ; or, ces projections elles-mêmes 
sont des lignes courbes situées dans les plans coor- 
donnés. Ainsi, lorsque l’on connaîtra les équations de 
ces courbes, on pourra, pour chaque valeur donnée 
d’une des variables x, y, z, trouver les valeurs corres- 
pondantes des deux autres; ce qui déterminera dans 
Pespace, sur la courbe proposée, le point qui répond à 
ces valeurs. La suite de ces points peut fort bien n’être 
pas de nature à être contenue tout entière dans un 
plan; et c’est ce caractère qui constitue les courbes que 
Von appelle à double courbure. 

Et, de même que les projections d’une ligne droite 
sont les traces des deux plans projetans qui la con- 
tiennent et qui la donnent par leur intersection, les 
deux projections dune ligne courbe quelconque sont 
les traces de deux surfaces cylindriques dont les 
arêtes sont perpendiculaires aux plans coordonnés, 
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et qui, se pénétrant mutuellement dans l’espace , don- 
nent la courbe proposée par leur intersection. La dé- 
nomination de surface D'HRERe est prise ici dans 
un sens plus général que celui qu’on lui attribue pour 
l'ordinaire dans les Élémens de Géométrie, où on 
l’emploie pour désigner une surface engendrée par 
une ligne droite qui se meut parallèlement à elle- 
même, de manière à passér toujours par un des points 
d’une circonférence de cercle. Ce mouvement d’une 
droite parallèlément à elle-même est ce qui constitue 
en général les surfaces cylindriques; et c’est la nature’ 
des courbes directrices qui établit des différences entre 
ces surfaces. 

60. Trouver les équations d’une ligne droite qui passe 
par deux points donnés. 

Soient x’, y', 2°, x", y’, 2°, les coordonnées de ces 
points, la ligne cherchée aura ses équations de cette 
forme , 

T=aA3+4, 


y —=bz+8; 


a, b,«,B, étant encore inconnues: pour qu’elle 
passe par les points dont les coordonnées sont x", y”, 
2’, il faut que ces RS AA soient satisfaites, quand on 
y mét x’ pour æ, y” pour y, 7 Fe Z; CE qui exige 
qu'on ait 
= az te, 
C4 / / 
Y = +8. 


Pour qu ue passe par le point dont les coordonnées 
sont x", y”, z", il faudra de même qu’on ait 


x = az" + a, 
y” — ds" +8. 


€es équations font connaître «a, b , æ, 8; et, en sub- 


M 


. 
+ 
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stituant leurs valeurs dans Péquation de la droite, ce 
se trouvera déterminée. 


En opérant sur ces équations comme sur celles de 
P article 30 ; on trouvera 


G@—x)=a(—2), —x"=a(s— 5), 
Gry)=bG—-r), ÿ—y"=0( 2"); 


d’où lon tire 





Ces deux dernières sont les équations de la droite cher- 
chée ; les deux autres font connaître les angles que 
font avec l'axe des z ses projections sur les plans des xz 
etdes yz. Il'estraisé de s'assurer que ces expressions 
renferment les conditions exigées. 
61. Trouver les conditions nécessaires pour que 
deux: droites soient parallèles-dans l’espace. 
EHENARES F5 set } leséquations de la première, 
— 03 + 8 
x=azte 


LR b'z +8 


Si ces droites sont parallèles, leurs plans projetans 
seront parallèles , et les intersections de ces plans avec 
les plans coordonnés, ou, ce qui est: la même chose , 
les projections des droites sur chaçun d'eux , seront 
respectivement parallèles. Aïnsi, pour que les condi- 
tions demandées soient remplies, il faut qu’on ait 


celles de la seconde. 


ACER 07 br 6", 
et les bpiétièns dela parallèle deviennent 


Tarte,  y—=0z+#+ 6": 
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« et 8° restant encore indéterminées, parce qu'il y 
a une infinité de droites qui sont parallèles à la pro- 
posée. 

On peut vérifier ces résultats d’une manière fort 
simple. Si l’on détermine «, «, 8,£", de manière que 
les deux parallèles passent par un même point, dont 
les coordonnées soient x’, y”,.z’, on trouvera qu’elles 
comcideront dans toute leur étendue. 

C2. Trouver l'angle de deux droites dont on a les 
équations. 


Soient x == az + « ; , j 
1 } les équations de la première, 


y —=bz+E8 
x —=a2+ 
y=Vz+e ; celles de la seconde. 


Nous remarquerons d’abord.qu'il n’en est pas dans 
Pespace comme sur un plan où deux droites se ren- 
contrent toujours, à moins qu’elles ne soient. paral- 
lèles. Dans lespace, deux droites peuvent se croiser 
sous différens angles, sans se rencontrer, et leur än- 
clinaison se mesure, dans tous les cas , par celle de 
deux droites qui leur seraient respectivement paral- 
lèles, et qui passeraient par un même point. Menons 
donc, par l'origine, deux droites respectivement pa- 
rallèles à chacune des précédentes, leurs équations 
seront 


TE AZ 


5: Rage 


} pour la première , 
f 

} pour la seconde. 
Z 


Prenons sur la première un point quelconque, dont 
r' soit la distance à l’origine , et dont nous désigne- 
rons par x’, y, Z', les trois coordonnées rectangu- 
laires; prenons aussi sur la seconde un autre point 
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dont la distance à cette même origine soit 7”, et dont 
les coordonnées soient x”, y”, z”. Enfin , nommons D 
la distance de ces deux points entre eux. Cela posé, 
dans le triangle formé par les trois droites r’, 7”, 
et D, l'angle V compris entre les deux premières 
sera donné par la formule 





+ r'— D° 
si ; 


or r 








cos V—? 


il ne resté plus qu’à déterminer 7’, 7“ et D, 

Or, en désignant par X, Y, 2, les trois angles que 
la première droite forme àvec A trois axés RÉ - 
hires des x, des y et des z, on aura, comme dan le 
n°57; 

x = cosX, Yÿ—1r cosY, z'=r cosZ; 
et en désignant par X”, Y’, Z’, les angles analogues 
pour la seconde droite , on aura de même 

Me=ricosX npericos V2 Tr" cos Z. 
De plus , D étant la distance des deux points, on a en 
général par le n° 57, 

D2— (x"— a} + (y" — y} + {2 dn" 2}; 
ou bien 

D'—x2+y+2222 8442 — —2(x"x + ? y" y'+2"2/), 
et mettant pour les coordonnées SE leurs va- 
leurs en fonction des angles. 


{cos°X + cos Y + cosZ } + A cos X"+ cos’ Y’+ cos’ Z'} 
— Dr $cosX cos X/+ cos Y cos Y’+ cosZ cosZ’ j- 
-Mais d’après la relation démontrée dans le n° 57 
entre les cosinus des trois angles formés par une même - 
droite avec trois axes rectangulaires, on a 


cos X cos Ÿ + cosZ — =1, cos’ X’+cos’ Y” + cos’ Lx, 
8 
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Fexpression de D° simplifiée par ces relations de: 
viendra Got | | 
2 à 29 ne 97" f : en. tt. r 
D = +7 or'r (cos X cos X’,+ cos Y cos Y’ + cos Z eos 2 


a 


alors én la éubstituant dans la valeur de cos V, qui 


est 
fa "2 2 
Enr — D 
cos V — re 5 
arr 





la division par »°7” devient possible, et ilreste 
cos V cos X cos X/-E cos Y cos Ÿ’ + cosZ cosZ” 4 


‘Cest l'expression du cosinus de Pangle formé par les 
deux droites. 

On pourrait encore parvenir à ce résultat , sans 
passer par les théorèmes démontrés dans le n° 57, re- 
lativement aux cosinus des trois angles; ét cette se- 
conde manière , plus directe que la précédente, est en 
même temps trop élégante pour ne pas la donner 
ñei ; elle est fondée sur cette considération, que la 
valeur de cos V est indépendante de la position des 
points. que nous choisirons sur les deux droites pour 
former notre triangle ; il suflit que tes points soient 
sur les droites données. Ainsi, Péquation | 
2 +7" —D° 


ET où EP 07 7 COS 0, 





cos V = 


+. doit être de mature à ce.qu'on puisse y ,satifaire, 
quelles que soient les valeurs que Von donne à et 
à r”, pourvu que D° soit exprimée en fonction de ces 
quantités. La condition de cette indépendance déter- 
fine tout de suite cos V; car si lon reprend lex- 
pression générale de D? en fonction de 7° ‘et 7”, 
et-qu'on la substitue dans l'équation de condition précé- 
dente , celle-ci devient 
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{cosX + cos? Y + cos‘ Z —1 }+- r'2{ cos X’+ cos" V4 005" Z— 3 } 
—277"{ cos XcosX’— cos YcosYŸ’—+cosZcosZ' }Hor' r'cosV— 0, 
puisqu'elle doit être satisfaite , quelles que soïent 7’ et 7”, 
il faut que les termes affectés des différentes puissances 
de ces quantités se détruisent séparément et indépen- 
damment les uns des autres, Ce qui donnera d’abord, 
pour les termes en #’*? et r"?, 
L cos? X + cos? Y L cos°Z— 1, 
cos® X’+ cos? Y'Æ cos? Z— 1, 
et ensuite en comparant les termes affectés de xx", 
.1,,,605Ÿ = cos X cos X’-H cos Y cos Y’L cos Z cos Z'. 


Cette valeur de cos V est la même que nous avions 
trouvée tout à l’heure. Quant aux deux autres relations 

entre, les trois angles formés par chaque droite avec 
les trois axes rectangulaires, ce sont celles que nous 
avions trouvées dans le n° 57. Mais on voit comment la 
condition d’indépendance dont nous avons fait usage 

y conduit directement. 

63. On peut aussi exprimer cos V en fonction des 

cocfliciens à , b, a’, d', qui entrent dars les équations 

: des droïtes 
Las, Las, 
Y= 02, Y —/b'z 

Pour cela considérons le point que nous avons choisi 

sur la première, et dont nous ayons représenté ‘les 
coordonnées par x’, y, 2’; il faudra que ces coor- 

données aient entre elles les relations exprimées par les 
équations de la droite, ce qui donnera 

z'=az/, 
Y'= ba; 

ei comme on a toujours pour la distance ;", 


{ Pa 2 x"? + L 2'2 


CR." 
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ces trois équations donneront 












































à ar’ ; br' MES r 
© —: ==» Y — ES | Le = 
 Vi+ae+b Vi+a+b" Vi+aæ+ 
Or, on a en général 
(4 ER TR | La 
“A 3 
cos X ——, cos Y = À, cos Z = —; 
r r r 
on aura donc aussi 
a ke b 
COX = ————— , COSŸ = ————, COS Z — 
Vika + Vi+ a+ 0? V'1+a 
En raisonnant de même sur les équations de la seconde ! 
droite, on en tirera également 
! [4 
a b 1 
COX = © >, COS Ve ——_—— cosZ'— : 
V'i+a+b" V'1+a2+8" Vita 


et ces valeurs étant substituées dans l’expression géné- 
rale de cos V, il viendra 


1+ aa + bb 
ViFete Vita po 
Cette valeur de cos V est réellement double, à 


cause du double sighe que peut prendre chacun des deux 
radicaux 


cos V = 


Vai+ae+b,vVi+a+8, 
qui entrent dans les valeurs de cos X cos Y cos Z. È 
Ces doubles signes appartiennent l’un à langle aigu, M 
l'autre à l'angle obtus que forment entre elles les, 
deux droites que nous avons considérées. 

64. Les différentes suppositions que l’on peut faire 
sur langle V étant introduites dans l'expression gé- 
nérale de cos V , on obtiendra ainsi les coriditions qui 
devront avoir lieu pour que cet angle soit tel qu’on 
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le suppose. Veut-on, par exemple, que les deux droites, 


soient perpendiculaires, il faudra faire V= 90°, cosV=—o, 
et alors équation en cos V donnera 


1+ aa + bb = 0; 


c’est la relation nécessaire pour que deux droites soient 
perpendiculaires entre elles dans l'espace , ce qui peut. 
d’ailleurs avoir lieu sans qu’elles se coupent, comme. 
on le verra plus loin. 

Veut-on, au contraire, que les deux droites soient 
parallèles , il n’y a qu'à écrire que cos V—=#1, ce 
qui donne 
SLR 1 + aa° + bb 

VRE te Vipestes 
Faisant disparaître le dénominateur du second mem- 
bre, puis élevant les deux membres au carré, et. 


développant , on peut mettre le résultat sous la 
forme 


(a'— a} + (8° — D} + (ab'— «'b}ÿ — 0; 
or, la somme de trois carrés ne peut être nulle, si 
chacun de ces carrés n’est nul en particulier. L’équa- 


tion à laquelle nous venons de parvenir ne peut donc 
être satisfaite qu’en faisant 





He bu abat. 


Les deux premières indiquent que les projections des 
deux droites sur les plans des xz et des yz sont pa- 
rallèles entre elles. La troisième est une conséquence 
des deux autres, et elle a lieu d’elle - même quand 
elles sont satisfaites, en sorte que tout se réduit à 
satisfaire aux deux premières conditions. 

65. La valeur générale de cos V en 4, a’, b, b', peut 
se vérifier encore par celte considération , que si 
Vune des droites proposées vient à se. confondre suc- 


1416 DES POINTS LT DE LA LIGNE DROITE 


cossivement avec Pun des trois axes des x, des ÿ où 
des z, les valeurs correspondantes de cos Ÿ doivent 
redevenir égales à cos X, cos Y, cos Z , et c'est cé 
qu'il est aisé de vérifier. 
En effet , les équations de laxe des z sont 
20 } 7 70 
quelle que soit la valeur de z; conséquemment les équa- 
tions 
x d'2, || lyit0 
deviendront celles de Paxe des z , si l’on a 
G2 20, brio 
sans attribuer à z de valeur particulière ; ce qui exige 
que l’on ait 
de Où Dre 0. 
Substituant ces valeurs dans cos V, son expression se 
réduit à | 
t 
Vite he 


De même, les équations de Paxe des x sont 


cos V — 











—= COS Z. 


Y—=0, ph ue 
Or, les équations d’une de nos droites donnent 
#È b'x 


RE 229 YF — AE 


Done , pour que y et z soient nuls, quel que soit x, il 
faut que Pon ait 


Maintenant, si l’on divise par a’ les deux termes de Îa 
fraction qui représente cos V, elle devient 


bb" 
T a ME 


cos V — 


re AVE Tee 


<', me ant 


CONSIDÉRÉS, DANS L'ESPACE. 7 : 119 


Faisant donc 
b a 


(2 À | Cd 2 h, É L \ \ 
——=0; ——0; il vient cos V ne cosX, 
& @ 1-2 
on trouvera de même 
| b 
COS Y rer © 
Vita + à 





Ët en clfet, ces valeurs s'accordent avec cœælles que 
nous avons trouvées dans le numéro précédent. 

66. Il estifacile de vérifier directement ces résul-. 
tats par une construction géométrique (fig- 23); car , Si 
dun point quelconque M, situé sur une droite AM 
qui passe par lorigine, on abaisse les perpendicu- 
laires MM’, MM", MM", sur les trois plans coordon- 
nés, les triangles AMM", AMM”, AMM”, seront rec- 
tangles , le premier en M’, le second en M", le troi- 
sième en M", et ils donneront 


MM MM ... MM” 
cosZ= ir; cos ir» cos X — AM ” 


Or, MM’, MM", MM”, sont respectivement égaux à 
x, Yo 25 de plus, AM pi y tt On a donc 


Z y Æ 


| 
2e 


V x? ÿ 
Le point M étant sur la droite , ses coordonnées sont 
assujetties aux équations sas, y = bz. En vertu 
de ces relations, les variables x, y , £; disparaissent 
des formules précédentes , qui donnent ainsi 























a COX mm mme 


| Via LD V’1- +0. à Vita +0 
| - valeurs absolument semblables à celles que nous avons 
| trouvées plus haut. 


D Ouen een sn “ 
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67. Il est visible que les angles Z, Y, X, sont 
complémens des angles MAM’, MAM”, MAM”, que fait 
la droite AM avec les plans coordonnés ; on aura 
donc, en nommant ceux-ci U”, U”, U”, 


1 ; b S a 


— D 6 rm 05 pen SR = Si U"— 











Vitae Vita té Vita 


Ce sont les. sinus des angles que forme une droite 
quelconque avec les plans des xy, des xz et des yz. 
68. Trouver les conditions nécessaires pour que 
deux droites se coupent dans l’espace; et, lorsque ces 
conditions sont remplies, trouver leur point d’inter- 
section. | 
Soient x —azkae, x=az<+a, 
Y—=bz+H8, y—bz+8, 
les équations des droites données: si elles se coupent 
les coordonnées du point d’intersection devront satis- 
faire aux équations de lune et de l’autre. Ainsi, en 
nommant x’, y, 7, ces coordonnées, il faudra qu’on 
ait en même temps | 


x'= as +a, x = ax + x, | 

Vie bz + B, Y — b'z + £. 
Ces quatre équations étant plus ‘que suffisantes pour 
déterminer les trois inconnues x°, y”, z', conduiront 
à une équation de condition entre les seules quan- 
tités a, 0, «, 8; a, b', «, &, qui déterminent la po- 
sition des droites : en effet, en éliminant d’abord x‘ 
et Y'; on trouve 

(a—a)z+au—e —0o, (b—b)z +L8—8—=0o; 
et ensuite, en éliminant z', 
(ad) (Br) — (ex) @—)=0. 


C’est la condition nécessaire pour que les deux droites 
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se coupent : si elle est remplie, il suflira de consi- 
dérer trois quelconques des équations précédentes , 
pour avoir les valeurs de x’, y”, z’, qui seront 
r de /—8B , at—aa , bB—V'8 
re Pt ou 3 == JTE x ER EPST 0 DAY 
Ces valeurs deviennent infinies lorsque a — a” et 

— b'; alors l'équation de condition est vérifiée : 
ainsi les droites se coupent, mais leur point d’intersec- 
tion est infmiment éloigné, et il est visible , en effet, 
que dans ce cas elles sont parallèles. 

L’équation de condition que nous venons de trouver 
dans cet article pour que deux droites se coupent dans 
l’espace , est différente de l'équation 

1+aa + bb'—o, 

trouvée dans le n° 64 pour exprimer que deux droites 
sont perpendiculaires lune à Pautre. La seconde de 
ces deux conditions peut donc être satisfaite indé- 
pendamment de la premitre; et ainsi comme nous Pa- 
vons annoncé dans le n° 64, deux droites peuvent 
être perpendiculaires entre elles dans Pespace sans se 
couper. 

À l’aide des formules précédentes on peut résoudre 
toutes les questions de Géométrie qui ne sont relatives 
qu’à la ligne droite. 

69. La méthode que nous venons d'appliquer à l’inter- 
section de deux lignes droites, servirait en général pour 
trouver les points d’intersection de deux courbes dont 
les projections seraient données; car ces points étant 
communs aux deux courbes, leurs éoordonnées de- 
vraient satisfaire à la fois aux équations qui les re- 
présentent, c’est-à-dire aux équations de leurs pro- 
jections. Cette considération donnera généralement 
quatre équations entre les trois variables x", y”, z'; 


? 
c'est-à-dire une de plus qu’il n’en faut pour les dé- 
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terminer. Ainsi, en éliminant ces variables, on par- 
viendra à une équation de condition qui devra être 
satisfaite pour que les deux courbes puissent se 
couper, et cette équation exprimera les relations qui 
doivent exister pour cet objet entre les quantités eon- 
stantes qui déterminent la forme des deux courbes 
et leurs positions dans lespace, | 
Quoique la méthode précédente soit exacte, elle a 
besoin de quelques développemens. Eïle donne bien la 
condition nécessaire pour que les deux courbes se ren- 
contrent dans ri, mais on n'y a pas eu égard au 
nombre des points dintersection. Nous allons donnér le 
moyen de le déterminer. 


Soient æ=@(2), 7 =} (z) | 


des deux équations des projections de la première 
courbe, et 


2=9 (2), yÿ—=Ÿ() 
celles de la seconde : les caractéristiques @, Ÿ, ?", 
W', désignant des fonctions quelconques de. z :1ces 
quatre équations devront subsister en même temps 
pour Îes points d’intersection des deux courbes. Cette 
considération donne d’abord 
QG) eG)=9G); v2=Y(G); (CG); 

en éliminant z entre les deux dernières, on aura lé- 
quation de condition dont nous avons parlé. Pour 
bien comprendre lPusage de cette équation, il faut 
distinguer deux cas : 1°. celui où, connaissant toutes 
les constantes qui entrent ES les équations des 
deux courbes, on demande de déterminer leurs points 
d’intersection;, 2°. celui où ces constantes étant ar- 
bitraires, on demande d’établir entre elles les rela- 
tions nécessaires pour que les deux courbes aient 
un nombre de points d’intersection déterminé. 

_ Dans le premier cas, les équations de condition (1) 
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ét (2) sont complètement connues , et les valeurs de 

tous leurs coefliciens sont données. On cherchera leur 
plus grand comniun diviseur , et en Pégalant à zéro, 
On aura une équation en Z qui, par la résolution, fera 
connaitre toutes les valeurs de z qui pourront être 
communes aux deux courbes. 

Ces valeurs étant connues , on substituera successi- 
vement chacune d’elies dans les équations des deux 
Courbes données , et on les résoudra par rapport aux 
Variables x et 4. Toutes les valeurs réelles de ces va- 
liables, qui seront les mêmes pour les deux courbes, 
indiqueront autant de points d’intersection réels; ét 
en répétant la même opération pour toutes les va- 
leurs de z déduites des équations (1) et (2) par le 
moyen du plüs grand commun diviseur, on aura tous 


Tes points intersection des deux courbes sans aucune 
‘exception. 


! 


_ Si, au contraire, les constantes qui entrent dans 
| les équations des deux courbes n'étaient pas données, 
nl faudrait profiter de cette indétermination pour éta- 
blir entre les équations (1) et (2) un commun divi- 
seur de tel ordre que l’on voudrait assigner. Si Pon 
ne peut disposer que d’une seule constante , on ne 
pourra établir ainsi qu'un diviseur commun du pre- 
mier degré; mais si lon peut disposer de deux ou 
de trois, ou d’un plus grand nombre de ces constan- 
tes, on pourra établir un diviseur commun dun 
ordre progressivement plus élevé. Mais ces condi- 
tions , quoique indispensables à établir, ne sufliront 
‘Pas encore pour assurer que le nombre intersections 
demandé existera réellement. 11 faudra essayer sur 
les équations ainsi modifiées les valeurs de z données 
par le diviseur commun que lon aura établi, en dé- 
duire les valeurs de x et de y, et voir si elles sont 

les mêmes et réelles pour les deux courbes. 
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Pour représenter ces conditions par la Géométrie , 
il faut considérer que les valeurs de z qui satisfont 
à l'équation (1), donnent les points qui peuvent être 
communs aux projections des deux courbes sur le 
plan des xz, ou plutôt elles font connaître les or- 
données z qui leur appartiennent. L'équation (2) ex- 
prime une condition analogue pour les projections 
relatives au plan des yz. Mais cela ne suffit pas en-r 
core pour que les deux courbes se rencontrent dans 
l'espace. Il faut que les points où les projections se 
rencontrent correspondent à un même point de les- 
pace, c’est-à-dire qu’ils se trouvent deux à deux sur 
un même plan projetant. 
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70. On a vu plus haut qu’une ligne courbe est ca 
ractérisée lorsque l’on a une équation qui exprime la 
relation qui doit exister entre les abscisses et les or- 
données de chacun de ses points : ilen est de même 
des surfaces; leur nature est déterminée quand on a 
une équation entre les coordonnées x, y, 2, des 
points qui leur appartiennent; car, en se donnant à 
volonté les valeurs de deux de ces variables, l’équa- 
tion fera connattre la valeur de la troisième, et le 
point dont elles seront les coordonnées. sera sur la 
surface , et non ailleurs. | 

Si, par exemple, on se donne des valeurs de x et. 
de y, que nous représenterons par 

= a y=6, 
en prenant sur les axes des z et des y (fig. 18} 
AP — a, AQ— D, et menant les parallèles PM’, QM’; 
à ces axes, on déterminera le point M”, qui sera la pro- 
jection du point cherché sur le plan des x, y. L’équa- 
tion supposée, entre æ, y, z, donnera ensuite la valeur 
correspondante de z, c’est-à-dire la longueur de Par= 


k 





À y—y =b(z—7:) 
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donnée MM”, ce qui achèvera de déterminer la position 


du point M de la surface. IL suit de là qu'une équation 
entre trois variables x, y,2, représente une surface, 


: de même qu’une équation entre deux variables repré- 


sente une ligne; et lon dit que la surface est continue 
ou discontinue , suivant que toutes ses parties sont ou 
ne sont pas assujetties à une même équation. 

71. Cela posé, cherchons la relation qui doit exister 
entre les coordonnées x, y, z, pour que cette sur- 
face soit un plan. 

La manière la plus simple de concevoir la généra- 
tion d’une surface plane, c’est de la regarder comme 
le lieu de toutes les perpendiculaires menées à une 
même droite par un de ses points: Soient x’, y’, z’, les 
coordonnées de ce point , on aura 
| rachis 1 
Re } pour les équations de la droite. 


Celles d’une autre droite quelconque qui passera par 
Je même point seront 

x—x a (z— 5%), 

3 —y =D (z— 2), 
et si cette/droite est perpendiculaire à la précédente ; 


on aura (n° 64) 


1 + aa + bb = 0; 


a' et b' sont constantes pour une même perpendiculaire, 


mais variables d'une perpendiculaire à une autre. Si 


donc on met dans la dernière équation , pour ces quan- 
tités, leurs valeurs en x, y, z, tirées des deux précé- 
dentes, le résultat n’indiquera plus laquelle des perpen- 
diculaires on a considérée; il n’appartiendra par consé- 
quent à aucune d’elles en particulier , mais il exprimera 
une relation qui leur convient à toutes : cette rela- 


ion sera donc celle qui doit exister entre les coordon- 
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nées du plan qui les contient. L’élimination donne 
ai +a(—x)+0ÿ—ÿ)=0; 

et comme Îles quantités a, b, qui déterminent la posi- 

tion de la première droite, sont absolument arbitraires ; 

ainsi que x’, y’, #’, cette équation peut servir à repré- 

senter un plan quelconque. | 

. Eny faisant æ=o, y—=0o, 

elle donne 32 + ax + by’. , 

C’est la valeur de l’ordonnée AC du plan à l'origine 

(ig-2#). En la représentant par ce , l'équation du plan. 

devient 

| z + ax + by—c—=0, 

-€t l’on voit qu’elle est linéaire par rapportaux variables 
x, y, z Elle renferme trois coefliciens constans et ar- 
bitraires, a, b, c, parce qu’il faut en général trois 
-<onditions pour déterminer la position d’un plan dans 
Pespace. Si e —o, AC devient nul, et le plan passe 
‘par origine des coordonnées. 

En faisant y— 0, on aura intersection CD du plan 
avec celui des x3 (fig. 24); car c’est la propriété com- 
munc à tous les points qui y sont situés. Il viendra ainsi 

Y=O, 5+ax—-c—=o 
pour les équations de cette intersection : la première 
exprime que sa projection sur le plan des xy est l'axe 
des æ lui-même; et cela doit être ainsi, puisque cette 
‘intersection est tout entière dans le plan des xx. La tan- 
sente trigonométrique de langle que cette droite forme 
avec l'axe des x, est représentée par— « (n° 46). 

En faisant de même x — 0, on obtiendra Pintersec- 
tion CD’ du plan avec celui des yz, et ses équations 
seront 

= 0, 2+by—c—=o. 
La tangente trigonométrique de Pangle que cette ligne 
forme avec l'axe des x, est représentée par — 2. 
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* Æhnifin , en faisant z 0, on obtiendra lintersection 
DD' du plan avec celui des xy, et elle aura pour équa- 
_tions | 
2—=0, axz+by—c—=0o. 
Ces intersections se nomment aussi les éraces du plan. 
: Considérons d'abord les deux premières: en y suppo- 
sant y —0,x—0, elles donnent toutes deux pour z la 
même valeur z = c. Ces droites passent, done toutes 
deux-parun mêmepoint G de laxe des z, ordonnée AG 
de ce point étant égale à c. 
Les projections de la droite à laquelle le plan est per- 
| Racubre, ont pour équations 
Z—x —=a(z—z), Yÿ—y—d(z— 7), 
En les comparant avec celles des traces mises sous la 
forme 
1 C 
2) 


TE 7 
a. AR 


+ de vue ; mt To 

on voit{n° 50.) qu'elles leur sont respectivement per- 
pendiculaires; d’où il suit que, lorsqu'un plan est per- 
pendiculaire à une droite dans l’espace, Les projections 
À la droite sont perpendiculaires aux traces du plan: 
c’est ce qu’il est facile de démontrer par la Géométrie. 
Car, si une droite est perpendiculaire à un plan, les 
plans projetans de cette droite sont perpendiculaires à 
ce plan et aux plans coordonnés ; ils sont par conséquent 
penpendiculaires aux traces du plan proposé. Ces traces 
doivent donc être aussi perpendiculaires aux intersec- 
tions des plans projetans avec les plans coordonnés, 
c'est-à-dire aux projections de la droite. 

à En faisant 2—v dansles équations des traces CD, CD, 
relatives aux plans des x3 et des 2, elles donnent 


c ke 
20, JO: rx >pour la premiere; 
AE “ue « < c 


sn ca À * | 
80, De 0, DER: poûr ia secontie. 
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Ce sont les coordonnées des points D, D', où ces traces 


coupent les axes des x et des y; et ces coordonnées 


satisfont aux équations de la troisième trace DD, 
qui sont 
Z—=O0, ax+by—c—=0, 


parce que cette trace passe par les points d’intersection 
des axes AX, AY, avec les deux autres traces. 

On peut aussi parvenir à l'équation du plan; en le 
concevant engendré par le mouvement d’une destraces, 
qui glisse sur l’autre en restant parallèle à elle-même ; 
pour cela, soient 


yY—=0,2—+ax—c—o les équations de la trace CD 
sur le plan des xz, 


x =O, 2 + by —c—o celles de la trace CD’ sur le 
plan.des yz. 


C’est la forme la plus générale qu’elles puissent avoir ; 
puisqu’elles doivent se couper sur laxe des z. Si la se- 
conde se meut parallèlement à elle-même, elle aura ; 
dans une quelconque de ses positions EF, des équations 
de cette forme, 


X—=æ, Z%kby—8B—=0, 


# et 8 étant constantes pour la même position , et va- 
riables d’une position à l’autre. La première de ces deux 
équations indique que la droite reste toujours parallèle 
au plan des yz; la seconde, que sa projection sur ce plan 
est parallèle à la trace donnée. 

En faisant y — 0, on aura le point E, où la trace, 
dans son monvement, rencontre le plan des x et 5; ses 
coordonnées seront 


L=A4, .2—=8$; 


Pour que ce point d’intersection se trouve sur la 


LP 
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. trace CD, il faut qu’il y ait entre ces coordonnées Ja 


relation 
Z2Hax cC—0 


exprimée par l'équation de cette trace; ce qui établit 
éntre # et 8 la condition 


B+au—c—= 0. 


Ainsi, dans toutes les positions de la droite généra- 


_trice, il existe entre les coordonnées d’un quelconque 


de ses points les équations suivantes : 
T—=«, z+ dy —8—0, Btau—c—0o. 


Si l’on élimine entre elles # et £, on obtiendra un 
résultat indépendant de ces quantités, qui, convenant 
toujours aux points situés sur la droite génératrice, et 
n'étant plus particulier pour une de ses positions, ap- 


artiendra au plan qu’elle décrit. Cette élimination 
. P P q 


donne 
| 5 +ax + by —c—o 
pour léquation du plan; ce qui s'accorde avec ce que 
nous avons trouvé plus haut. 

72. On voit aussi, par cette méthode , que l'équation 
du plan restera toujours du premier degré, par rapport 
aux variables x, y, z, lors même que ces variables re- 


présenteraient des coordonnées obliques; car, quelle 


que soit l’inclinaison des coordonnées, les équations des 
deux droites génératrices seront toujours du premier 
degré en x, y, z (n° 45), et le raisonnement par lequel 
équation du plan se déduit des équations de ses traces, 
est aussi le même dans tous les cas. 

73: Les deux exemples précédens, quoique fort sim 
bles, suffisent pour faire concevoir comment on peut 
trouver en général Péquation d’une surface, lorsqu'on 
sait qu’elle peut être engendrée par une ligne courbe 

RET: 9 
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qui glisse ‘sur une autre ligne suivant des conditions 
données. 

En effet, pour qu’une des deux courbes puisse être 
considérée comme mobile, il faut que sa position ne soit 
pas complètement déterminée. Il est donc nécessaire 
qu’il entre dans son équation quelque constante arbi- 
traire qui puisse prendre différentes valeurs relatives à 
ses différentes positions. Telles étaient, dans le pro- 
blème précédent, les quantités a et 8 qui dépendaient 
de la position de la droite génératrice. 

Or, dans EUnE position des deux courbse, il existe 
une asp de condition qui doit être satisfaite pour 
qu’elles puissent se rencontrer (n° 69); et cette équa- 
tion indique les rapports qui doivent exister pour cet. 
effet entre les quantités constantes qui déterminent 
leurs positions respectives. Si on laisse subsister cette 
équation de condition , et qu’on en chasse deux de ces. 
quantités constantes par la substitution de leurs valeurs 
en fonction des variables x, y, z, tirées des équations 
des deux courbes, le résultat, dégagé de ces constantes, 
deviendra indépendant de la position particulière que 
Jon avait considérée d’abord : il appartiendra donc à 
tous les points de l'espace, dont les coordonnées x, y, z, 
sont telles, qu’ils se trouvent sur lune ou Pautre des 
deux courbes, lorsque ces courbes sont placées de ma- 
nière à pouvoir se rencontrer. 

Si les deux équations de la courbe mobile ne renfer- 
ment que deux constantes arbitraires, telles que étaient 
« et 8 dans le problème précédent , l'équation de condi- 
tion , débarrassée de ces constantes par l'élimination, ne 
contiendra plus que les variables x, y, z, et des quantités 
connues : elle représentera par conséquent wne surface 
engendrée par la courbe mobile. 

Mais si les deux équations de cette courbe contiennent 
plus de deux constantes arbitraires, On ne pourra pas, 
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#n général, les chasser toutes à la fois de Péquation de 
condition : par conséquent, le résultat en x, y, 7, don- 
nera autant de surfaces différentes que lon pourra don- 
ner de valeurs aux constantes arbitraires qui n’ont 
pu être éliminées. 

Aïnsi, dans ce cas , l'équation finale représentera une 
suite de surfaces, ou le lieu solide de tous les points dé 
Pespace qui peuvent se trouver sur la courbe génératrice 
dans son mouvement. 

Cela serait arrivé, par exemple, dans le problème 
précédent, si les quantités & et d, qui déterminent la 
direction de la droite génératrice, eussent pu être quel- 
conques, au lieu de rester constamment Îles mêmes, 
Alors la génératrice, au lieu de rester parallèle à elle- 

#même, aurait pu prendre toutes les diréctions possibles 
autour de chaque point de Îa droite fixe; et de là serait 
résulté, non pas une surface plane, maïs un solide qui 
aurait compris tous les points de l’espace, et se serait 
étendu à l'infini dans tous les sens. 

Pour ne laisser aucune incertitude dans l'emploi dé 
ces considérations générales, nous allons en faire Pap- 
plication particulière à la rechérche dés surfaces en- 
gendrées par le mouvement d’une ligne droite. 

Soient doné généralement 

x—az+a, 

ÿ — 02% À 
les équations d’une ligne droite quelconque : tant que 
les quatre quantités a, 8, &; B;ne sont pas données, la posi- 
tion de la droite dans l’espace est absolument indéter- 
minée : on sait seulement que tous les points qui la 
composent ont entre eux le rapport de situation que la 
ligne droite exige. ® 

Si lon établissait entre ces quantités une équation de 
condition à laquelle elles dussent satisfaire, lPindéter- 
mination serait moindre, Car, parmi toutes les droites 


G. 
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possibles, il y en aurait déjà qui ne pourraient pas sa- 
tisfaire à cette condition. Si lon se donnait ainsi deux 
équations de condition, lPindétermination deviendrait 
moindre encore. Cependant deux des quatre quantités 
a, b,«, B, resteraient encore arbitraires, et le lieu de 
toutes les droites qui rempliraient les conditions assignées 
formerait un solide. Ajoutons encore une condition de 
plus, il ne resterait plus qu'une des quatre quantités 
d'arbitraire : le lieu des droites qui satisferaient à ces 
trois relations formerait une surface; enfin , avec quatre 
équations de condition, les quatre arbitraires se trou- 
veraient complètement déterminées, et il n’y aurait 
plus qu'un certain nombre fini et limité de droites qui 
satisferait au problème avec toutes ces restrictions. 

74. Afin de rendre les ealculs symétriques , nous 
mettrons l’équation du plan sous cette forme : 


Ax + By + Cz + D =, 

qui n’est pas plus générale que la précédente, avec la- 
quelle elle coïncide lorsqu'elle est divisée par € : c’est 
Véquation complète du premier degré entre trois va- 
riables. | 

75. On peut reconnaître à posteriori, et d’après la 
nature de cette équation, qu’elle appartient à une sur- 
face plane; car une ligne droite menée par deux points 
quelconques pris sur cette surface, coincide avec elle 
dans toute son étendue. En effet, les équations de cette 
droite seront de la forme 


x—=az#+a, 
Y—= bz + 8. 
Soient x’,y’, z', les coordonnées d’un des points qui 
y sont situés; ces coordonnées auront entre elles les rela- 
tionsexprimées par les équations précédentes; c’est-à-dire 
s=as He, 


y dx + 8. 
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Mais, de plus, si ce point se trouve aussi sur la surface 
qui a pour équation 


Ax + By + Cz + D —0, 


il faudra que ces coordonnées satisfassent aussi à cette 
équation ; en sorte qu’on ait 


Ax' + By + C7 +D=— 0; 
ou,en mettant pour x’et y’ leursvaleurs az'+ «,b3" +8, 
(Aa + Bb H C)z+ Ac + B8 + D — 0. 


C’est l'équation de condition nécessaire pour que la 
droite ait un point de commun avec la surface dont il 
s’agit. 

Soient de même x”, y”, z”, les coordonnées d’un-autre 
point commun à la droite et à la surface; on en tirera 
encore la condition 


(Aa + Bb + C) "+ Ac + B£ + D — 0. 


Cette équation ne peut pas subsister en même, temps 
que la précédente, à moins qu’on n'ait séparément 


AaLBb+C—=o, Aux+Bs8+D—o. 


Ce sont donc là les équations de condition nécessaires pour 
que la droite ait deux points communs avec la surface. 

Maintenant , si les valeurs des coefliciens &, b, 4,8, sont 
telles que ces deux conditions soient satisfaites, tous les 
autres points de la droite lui seront aussi communs avec 
la surface; car, soient x”, y”, z°, les coordonnées d’un 
quelconque de ces points; pour qu’il se trouve aussi sur 
la surface, il suffit qu’on ait 


(Aa + Bo + C) 27 + Ac + B8+ D —0o. 


Or, cette équation est satisfaite d'elle-même en vertu 
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des deux précédentes, et par conséquent le point dont 
il s’agit est réellement commun à la surface et à la 
droite. 

Ce résultat étant général, il s'ensuit que toute droite 
qui aura deux points communs avec la surface dont 
l'équation est 


Ax + By + Cz: HD —0, 


coincidera avec elle dans toute son étendue, et par 
conséquent, cette surface est plane. 
76. En faisant y — 0, on a 


Ax + Cz Æ D — 0; 


c’est l'équation de la trace CD sur le plan des xz (fig. 24). 
Si le plan proposé est perpendiculaire au plan des 2, 
cette trace devra être parallèle à Paxe des x; son équation. 
sera par conséquent de la forme z — constante, ce qui 
exige que À soit nul; l’équation du plan devient alors 


By + C3: + D —=o; 


et n’est plus qu'entre z et y, ce qui s'accorde avec ce 
que nous avons vu dans le n° 58, page 106. 

On trouverait de même que, si le plan proposé est 
perpendiculaire à celui des xz, on doit avoir B = o, 
parce que sa trace sur le plan des yz devient parallèle 
à laxe des y. Ainsi 

Ax + Cz + D—o 
est Péquation d’un plan perpendiculaire à celui des xz. 

Enfin, pour que le plan soit perpendiculaire à celui 
des xy, il faut qu’on ait C — 0; ce qui donne pour son 
équation 


Ax + By + D = o. 


Il est aisé de voir que ces différentes. formes résultent 





de. À 
de ce que les quantités — +, 
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B ; 
TS représentent les 


tangentes trigonométriques des angles que forment, ayec 
les axes des x et des y les traces du plan proposé sur 
ceux des xz et des yz. 

Nous nous proposerons, relativement au plan, une 
suite de questions analogues à celles que la ligne droite 
nous a présentées. 

77. Trouver les équations d’un plan qui passe par 
trois points donnés. 

Soient x’, y’, z', x", y", z', x”, ÿ”, 2”, les coordon- 
nées de ces points, l'équation du plan cherché sera de 


gette forme. 


Ax +By+C:+D—=o; 


et puisque les points donnés doivent y être compris, 
il devra exister entre les coefficiens À, B, C, D, les re- 
lations suivantes : 


Ax° — By’ + Cr + D —o, 
As" + By" + C: + D = 0, 
Ax" + By" + CG: + D =. 
Ces trois équations, qui sont du premier degré par rap- 


port aux coordonnées des points proposés, donneront 
pour À, B, C, des expressions de cette forme, 


MAD, B—BD, C=CD 


À’, BB", C’, étant fonctions de ces coordonnées. En suh- 
stituant ces valeurs dans l’équation du plan, D dispa- 
raîtra, et l’on aura 


A'x+By+Cz:+1—=o, 


résultat qui satisfera aux conditions demandées. 
78. Trouver lintersection de deux plans. 


. 
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Soient 


Ax + By LCz D —=o 


A'x+ By+Cz+D'—0o } les équations de ces plans; 


elles devront avoir lieu en même temps pour les points 
qui sont communs aux deux plans. On pourra donc 
déterminer ces points en combinant les deux équations 
précédentes. 

Si l’on élimine entre elles une des variables, z par 
exemple, on trouve pour résultat 
(AC — A'C) x + (BC/— BC) y + (DC'— D'C) = 0. 
Cette équation étant du premier degré, appartient à une 
ligne droite; or, la relation qu’elle exprime a lieu seu- 
lement entre les coordonnées x et y des points situés 
sur l’intersection commune des deux plans; la droite 
qw’elle représente est donc la projection de cette in- 
tersection sur le plan des xy. 

On prouvera de la même manière que, si on éli- 
mine y ou x entre les équations des deux plans, le ré- 
sultat appartiendra à la projection de lintersection sur 
le plan des «7 ou des yz. 

79. Généralement, pour trouver les points d’inter- 
section de deux surfaces quelconques, il faudra établir 
que leurs équations, qui sont en x, y, z, ont lieu en 
même temps; et en éliminant entre elles x ou y ou z, 
les équations que Pon obtiendra, et qui seront entre 
deux variables, seront celles de la projection de lin- 
ersection des deux surfaces sur les plans des yz, des 
xz ou des xy. 

Si lon avait ainsi irois équations entre les trois va- 
riables x, y, 3, et que ces équations dussent subsister 
en même temps, c’est-à-dire être salisfaites par des 
valeurs simultanées de ces variables, il faudrait encore. 
employer Pélimination pour les obtenir. Ces valeurs 


( 





ie 
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 Seraient donc par li complètement déterminées; et 


comme elles appartiendraient à la fois aux trois équa- 
tions ou aux trois surfaces, elles représenteraient évi- 
demment les coordonnées du point, ou des points, dans 
lesquels ces surfaces se coupent. 

Tout ceci n’est que la généralisation de ce que nous 
ayons remarqué plus haut relativement à la combi- 
naison des formules analytiques qui doivent avoir lieu 
simultanément. Le résultat de l'élimination donne tout 
ce qui peut être commun aux formules que Fon a com- 
binées. 

80. Trouver les conditions nécessaires pour que deux 
plans soient parallèles entre eux. 

Soient 


Ax+By+Cz+D=o, A'x+By+Cz+D'=0o 


les équations de ces plans; s'ils sont parallèles, leurs 
. intersections avec les plans coordonnés seront respec- 


tivement parallèles : or, en y faisant successivement 
T—O0,ÿ—0, z —0O0, pour avoir les équations de 
ces traces, on trouve, pour les conditions demandées 
(n° 49), 

AY UA; Bas Rés À na Al 

tr A C ) C RASE C’ ) B Fe B” ) 
et l’on voit que deux quelconques d’entre elles com- 
portent la troisième. | 

Ces conditions auraient pu se déduire directement, 

et d’une manière plus élégante , de la condition trouvée 
plus haut (n° 78), entre les équations de deux plans 
qui se coupent. Nous avons vu alors qu’en éliminant z 
entre elles, on trouve 


(AC'— A'C) x + (BC'— BC) y + (DC/— DC) — 0; 


cette équation, qui représente une ligne droite, appar- 


| Uent à l'intersection des deux plans. Elle représente sa 
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projection sur le plan des xy. Si les deux plans sont pas 
rallèles, il faut que cette intersection n'existe pas; il faut | 
donc que l'équation précédente ne puisse être satisfaite 
par aucune valeur de x et de y. Le seul moyen pour qu'il 
en soit ainsi, c'est de faire disparaître x et y de cette 
équation; car tant que les variables x, y, resteront, 
comme elles sont tout-à-fait arbitraires, et qu’elles w’y 
entrent qu’au premier degré, on pourrait toujours leur 
donner des valeurs telles , que l'équation fût satisfaite. IE 
faut. donc rendre leurs coefficiens nuls, ce qui donne 


AC — A'C=0, BC—BC—=0; 


conditions qui s'accordent en effet avec celles que nous 
avions déduites de la Géométrie. On peut voir par cet 
exemple et par celui du n° 62, combien les conditions 
d'indépendance sont utiles lorsqu'on peut les introduire. 
dans les questions géométriques. 

81. Trouver les conditions nécessaires pour qu’un 
droite soit parallèle à un plan. 


Soient x = a2 + « 
y = 0x +8 
Ax + By + Cz + D — 0 l’équation du plan. 
Par lorigine des coordonnées, menons une droite 
et un plan respectivement parallèles à ceux-ci; leurs 
équations seront 
x—az, Ax+By+C:=o, 
ÿ'—"bz: 


} les équations de la droite, 


Pour que les conditions demandées soit remplies, il 
faut que cette droite, qui a un point de commun avec le 
plan, coïncide avec lui dans toute son étendue : il faut 
donc que Péquation du plan soit satisfaite, quelle que 
soit 2, par les valeurs de x et de y tirées des équation 
de la droite; ce qui exige qu’on ait 


Aa + Bo + C= 0. 
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. C'est la condition nécessaire pour qu'une droite sait 


parallèle à un plan. 

On peut encore arriver à ce résultat par la condition 
d'indépendance. Supposons que la droite et le plan se 
rencontrent, les x, y; Z, pourront être regardés comme 
communs entre eux dans le point d'intersection. Pre- 
nant donc « et y dans Péquation de Ja droite pour les 
mettre dans celle du plan, et réunissant les termes en, 


: il viendra 


{Aa + Bb +C}z2+Ae+B8+D=—o; 


c’est la condition nécessaire pour qu’une droite et un 
plan se coupent, Si l’on veut la rendre impossible, il 
faut en faire disparaître la variable arbitraire 2, en 
rendant son coefñicient nul; ce qui donne , comme ci- 
dessus, 


Aa + Bb+C— 0. 

82. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une 
droite soit perpendieulaire à un plan, et donner l’ex- 
pression de la distance du‘plan à un point quelconque 
de la perpendiculaire. 

Soient x — az + # 

Vv= 02 +8 
Ax + By + Cz+ D — o celle du plan. 


; les équations de la droite; 


Pour que les conditions, demandées soient remplies, il 
faut (page 127) que les projections de la droite soient 
perpendiculaires aux traces du plan : or, en faisant 
successivement y = 0, © — 0, dans équation qui Île 
représente, on trouve 

LC: + D=o, 


équation de la trace sur le plan des Lay 
et By + Cz + D — 0, 


équation de la trace sur le plan des yz. 
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Pour que ces droites soient perpendiculaires aux 
précédentes , il faut qu’on ait (n° 50) 
A A0 Dee 
ee sont les conditions demandées. 
Si la perpendiculaire passe par un point dont les. 
coordonnées soient x", y’, z', ses équations deviendront 
CLARA / 
Jÿ—y ob (EE 
Pour trouver le point où elle rencontre le plan, il 
faudra combiner ces équations avec celle du plan, 


que, pour plus de commodité, nous mettrons sous la 
forme suivante , 


A(x— x) +B(y—y)}+C(z—2)+D = 0. 
En faisant 
D'= D + Az + By’ + GC’, 

alors Yélimination donne 

D’ 
TT a+ Bo + €’ 

aD’ 
7 Aa BE C? 
: bD’ 
NET PATES 


Z2—72 — 


L n° —= 


e A B æ 
eu, en substituant pour a et b , leurs valeurs C'oT 


résultent de ce que la droite est perpendiculaire, 


ie CD’ 
Z — 2 AE DL 
/ __ AD” 
BD” 


VTT A FE FC? 
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x, y, 3, sont les coordonnées du point d’intersection. Sa 


distance à celui dont les coordonnées sont x”, y’, z’, 


sera (n°. 57) 

VG— + GT +77. | 
C'est la portion de la perpendiculaire cherchée; en la 
représentant par P, on aura 


ne) ms D’ e 
VA HE +C 


et en remettant pour D’ sa valeur, 








p—0+ +  Ax°+ By" Cr’ 
VER 
83. Trouver l'angle de deux plans. Soient 
Ax+By+Cz+D—=o 
A'x+B'y+C'z+D— 
Menons à chacun d'eux une droite perpendiculaire: 


Pangle compris entre une de ces perpendiculaires et le 
prolongement de l'autre, sera le même que celui des 


hs les équations de ces plans. 


. deux plans. Or, les ERÉtIOnS des deux droites seront 


généralement 
x—=azta, x—=0ztua, 
y—=azs+8, y—=Vz+61. 
Pour qw’elles soient perpendiculaires aux plans, il faudra 
qu’on ait, comme tout à lheure, 
A—aC, B—=6bC, A'=uC, B—=8€C. 
L’angle de ces deux droites, ou, ce qui revient au même, 
celui des deux plans, étant désigné par V, son cosinus 


sera (page 116) 


! 


1+aa LT bb’ 
Vitath Vita: 
ou, en mettant pour &, a’, b, b', leurs valeurs, 
AA' + BB'+CC' Ps, 
VAHP EC VAE EU 


cos V — 


cos V — 
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Les radicaux que cette expression renferme pouvant 
être indifféremment affectés des signes 4 où — ;rendent 
son signe douteux. Maïs l'ambiguité disparaît en consi- 
dérant qué, si la valeur numérique de cos V se trouve 
positive, elle appartiendra à ë l'angle dièdre des deux 
plans mesuré du cîté où il est aigu ; tandis que sf elle est 
négative , elle appartiendra au même angle mesuré du 
côté où il est obtus. D'ailleurs cette expression est indé- 
pendante de D et de D’, parce que ces quantités, qui 
expriment les ordonnées à l’origine ; n’influent pas sur 
Pinclinaison des plans. 

Si les deux plañs sont perpendiculaires Pun à l'autre; 
on doit avoir cos V—0; ce qui donne 

AA’ BB LCC —=0 
C'est la condition pour que deux plans soient perpens 
diculaires. 

Si Pun des plans donnés , le second , par exemple , est 
est le plan même des xy, dont l'équation est z=—0; on 
aura A‘—0o, B'=o. Alors, en nommant, V’ la valeur 
correspondante de V, il viendra 


cos V'— = à On :p 

ÿ=AY%+ B2 + C: 
C'est le cosinus de l'angle qu'un plan fait avec celui 
des xy. 

En nommant de même V" et V” les angles que le 
plan fait avec ceux des xz et des yz, on trouvera 











VA EBPHIC WAtP+ro 
et ces trois cosinus auront éntre eux- la relation, 

cos? V’ + cos V”’ + cos’ V”— 
parce que les angles V', V”, V”, sont je mêmes | qué 


ceux que formerait avec les trois axes des coordonnées 
une ligne droite perpendiculaire au plan. 
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84. L'expression précédente de cos V peut se trans- 

former comme celle de Particle 62, page 115. En effet, 

si Pon nomme V’, V”, V”, U’, U”, U”, les angles que 

forment les deux plans proposés avec ceux des «y, 
des x et des yz, il est aisé de voir que l’on a 


eos V — cos V’ cos U’ + cos V’’ cos U”” + cos V”cosU”. 


85. Trouver l'angle d’une droite et d’un plan. 
Soient x — az + « 


y =: +8 
Ax + By + Cz + D — o léquation du plan. 


L’angle que forme une droite avec un plan est le même 
que celui de cette droite avec sa projection sur ce plan: 
par conséquent, si Pon mène une perpendiculaire au 
plan, l'angle qu’elle fera avec la droite proposée sera le 
complément de l'angle cherché. 


} les équations de la droite, 


Soient donc 
x = «az + 
y — b'z + £’ 


en aura pour les conditions de la perpendicularité (n°82) 


da! Pol à ge 8 2 DA 


} les équations de la perpendiculaire; 


L’angle qu’elle fera avec la droite proposée aura pour 
eosinus. 





En représentant Pangle cherché par V, ce sera la va- 
leur de sin V; mettant pour à’ et D’ leurs valeurs, on 
trouve 
ù Aa + Bb EC 
sin V = 2 DIE ES PE 
Via b VA +B+C 


Cest l'expression du sinus de l'angle que fait une droite. 


/ ? 
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avec un plan. Si l’on introduit les conditions nécéssaires 
pour que celui-ci soit un des plans coordonnés, on 
retrouvera les mêmes valeurs que dans Particle 67; et, 
si lon suppose sin V —0; on aura, comme dans l’ar- 
ticle 81, 

Aa + Bb + C—o 


pour la condition que le plan et la droite soient paral- 
lèles. 

Ces préliminaires suffisent pour résoudre toutes les 
questions de Géométrie relatives à la ligne droite et au 
plan. | 


De la discussion des Lignes courbes , et de la 
transformation des Coordonnées. 


86. En généralisant les principes que nous venons 
d'exposer dans les chapitres précédens, on parvient à 
reconnaître, d'après l'équation d’une ligne courbe quel- 
conque, la succession de ses points, et la trace qu’ils 
forment sur un plan ou dans lPespace. 

Si l'équation de la courbe est entre deux variables y 
et x, on résout cette équation par rapport à une d'elles. 
On sait alors quelles valeurs cette coordonnée doit avoir, 
lorsque l’autre est prise à volonté; et lon connaît ainsi 
la suite des points que l'équation désigne. 

Mais, si la courbe est donnée par deux équations, 
chacune entre deux variables, c’est-à-dire si elle est 
donnée par ses projections sur deux des planscoordonnés , 
on opérera sur chacune de ses projections suivant la 
méthode précédente, et l’on connaitra les valeurs de y 
et de z qui répondent à chaque valeur de x : ce qui fixera 
encore la position successive de tous les points. 

Il pourrait arriver que Ja courbe proposée füt donnée 
par deux équations entre les trois coordonnées y, x, z; 
car deux équations de ce genre équivalent à deux équa- 
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tions en «y, xz ou yz; mais alors; en éliminant succes- 
sivement une des entre ie équations données, 
on retomberait dans le cas précédent. 

La supposition que nous examinons ici est celle où la 
courbe proposée ne serait pas donnée par les intersec- 
tions des deux surfaces cylindriques qui la projettent 
sur les deux plans coordonnés; mais par deux surfaces 
| d’une autre nature, dont elle devrait aussi être l’inter- 

section. Les équations de ces deux surfaces devant avoir 
lieu simultanément, et pour les mêmes valeurs de x, 
V2, il suffirait de les combiner, et d’en éliminer suc- 
D onent x, Ou y, Ou z, pour avoir les projections de 
la eourbe sur les plans coordonnés. 

87. On a vu par ce qui précède, que la forme et la po- 
sition d’une ligne courbe sont toujours exprimées par 
les relations analytiques qui existent entre les coordon- 
nées de ses différens points. C’est pourquoi on a classé 
les courbes en différens ordres, d’après la forme de leurs 
équations. 

On les divise d’abord en algébriques et en transcen- 
dantes, suivant que leur équation, rapportée à des 
coordonnées rectiliones, est elle-même algébrique ou 
transcendante. 

On classe. ensuite les courbes algébriques d’apres le 
_ degré de leur équation par rapport aux variables qui 
représentent les. coordonnées. L'ordre de la courbe est 
marqué par l’exposant de ce degré. 

Par exemple, la ligne droite dont nous nous sommes 
occupés, est du premier ordre, parce que son équation 
est du premier degré relativement aux variables x et }- 

Classer ainsi une ligne courbe et déterminer sa posi- 
tion , sa nature et sa He ; d’après son équation, c’est 
ce qu’on appelle la discuter. 

88. Cette recherche peut être presque toujours ren- 
due plus facile par des transformations analytiques qui 

10 
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simplifient les équations, en faisant évanouir quel- 
ques-uns de leurs termes; préparation qui les met en 
état d'être discutées plus aisément. | 

Représentées par la Géométrie, cès transformations 
reviennent.à placer la courbe, par rapport aux axes des 
coordonnées , de la manière la plus favorable pour de- 
viner les sinuosités de son cours. Par exemple, si une 
circonférence de cercle est placée d’une manière quel- 
conque par rapport à ces axes, l'équation qui liera les 
abscisses et les ordonnées de ses différens points, ne 
peut pas être aussi simple qu’elle le serait si le centre 
de cette circonférence était placé à Forigine même des 
coordonnées; car, dans ce cas, la courbe seraït symé- 
trique par rapport à chacun des axes, ét il sufhrait de 
suivre son cours dans un des quadrans, pour le‘con- 
naître dans les troïs autres. Or, on concoït que cette 
simplification mettrait plus facilement à découvert là 
forme de la courbe ,'sa marche, ses propriétés. 

Les méthodes dont il faut faire usage pour arriver à 
ces simplifications, doivent donc se réduire à changer 
la position de l’origine et la direction des axes des coor- 
données, pour les placer de manière qu’en y rappor= 
tant l’équation proposée; elle se réduise à la forme la 
plus simple que comporte lespèce de la courbe qu’elle 
représente. TL suffit de reconnaître ensuite la position 
des nouveaux axes par rapport aux anciens , pour con- 
naître quelle était originairement la position de la 
courbe par rapport à eux. 

On peut encore, et de la même manière, rapporter 

‘les courbes à des coordonnées qui me soient pas reé- 
tangulaires : c'est ainsi, quoique pour un but différent, 
que nous avons formé Péquation de la droite, dans 
le n° 42. 

89. Quand on veut passer ainsi d’un système de coor- 
données à an autre, on cherche, pour un point quel: 
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. conque, les valeurs des anciennes coordonnées en fonc- 
tion dés nouvelles : en substituant ces valeurs dans 
Péquation proposée ,elle appartient toujours aux mêmes 
points de l’espace; mais ces points s’y trouvent rapportés 

_ aux nouyeaux axes. Par conséquent, les propriétés de la 
_courhéxestent toujours les mêmes, et il ny a de chan- 
gement que dans la manière dont elles sont exprimées. 
90. Ces relations des nouvelles coordonnées avec les 
anciennes sont bien faciles à établir , lorsqu'on ne veut 
que transporter Porigine des coordonnées, sans changer 
la direction des axes; et nous en avons déjà vu des exem- 

_ ples dansce qui précède. En effet, soient A’ (fig. 25) la nou- 
velle origine; et A’X", A’Y", les nouveaux axes auxquels 
on veut rapporter les points du plan qui étaient pré- 
cédemment rapportés aux axes parallèles AX, AY , et 

| à l’origine À.Si l’on prend un point quelconque M situé 

. dans l'angle X’A’Y”, on aura 


AP—AB2+BP, PM—PP'+PM—AB-+ PM. 


! AB et AB doivent être donnés; ce sont les coordonnées 
de la nouvelle origine, et elles expriment sa position 
par rapport aux anciens axes. Si donc on fait...….,... 

: AB= a; A'B=-b, qu’on représente par x, y, les an- 

 iennes coordonnées, et par x", y’, les nouvelles, prises 

: dans le même sens, on aura 


ELU R Y Y=8+7y. 


Pour que:ces équations subsistent encore par rap- 
port aux points situés dans langle Y'A'x”, 11 faut que 
Ton y suppose x’ négatif; car, pobr tn, MES de 
ces points, tels que », on a | 


) 


[,  Ap—AB— AD, où x—aAp; 


et il faut alors retrancher la nouvelle abscisse d'e « ; au 
lieu de l'ajouter à cette quantité. Il en sera de: même 
10. 
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des y’, lorsqu'ils appartiendront à des points situés du 
côté de l'axe des X’ opposé aux y” positifs : c’est ce que 
nous avons suffisamment développé dans l’article 35. 

Nous venons de supposer que la nouvelle origine A’ 
était située dans angle YAX , et qu’ainsi ses coordonnées 
a et b, relatives aux anciens axes, étaient positives. Si 
nous voulons placer cette origine en A” dans l'angle 
xAy, et prendre toujours les nouvelles coordonnées 
x' et y’ dans le mème sens, il suffira de changer les 
signes de a et de à dans les formules précédentes, et 
lon aura | 
x—x— 4, y—=Y—2b, 
ainsi qu’on peut le trouver directement, en partant de 
leur position actuelle. | 

Ces considérations sont conformes aux principes que 
nous avons établis précédemment dans les n°* 35, 36 
et 37. Elles se réduisent à cette règle générale , que lors- 
qu’on passe d’un système de coordonnées à un autre 
parallèle, au moyen des équations 

x=a+x, y—=b+y 
il faut regarder la variation de signe de chaque espèce 
de coordonnées comme répondant aux changemens de 
position autour de l'origine qui lui est relative; et les 
quantités a et D, qui sont les coordonnées d’une des 
origines par rapport à l’autre, peuvent être rapportées 
à celui des deux systèmes qu’on voudra. 

C’est en considérant la position de la nouvelle ori- 
gine par rapport à l'ancienne, que nous avons obtenu 
les équations précédentes. Réciproquement ; ces équa 
tions étant données, on pourrait en déduire la position 
d’un quelconque des deux systèmes parrapport à l’autre; 
car, en y faisant, par exemple, x — 0, ce qui est le 
caractère de lPaxe des y’, on aurait | 


x = +4; 
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. ce qui, en supposant a et b positifs, signifie que laxe 
des y’, auquel cette équation appartient, est situé du 
côté des x positifs, et à une distance «& de leur origine. 
De même, en faisant y —0o, ce qui est le caractère 
de l'axe des x”, on aurait, relativement à cet axe, 
its Ds 

c’est-à-dire qu’il est situé du côté des y positifs, à une 
distance de leur origine. En faisant, au contraire» 
æ—0,ouy—=0,ontrouveraitx =—a,ouy —=—b ;, 
qui seraient les équations des axes des y et des x par 
rapport à lorigine des y’ et des x’ 

Ce que nous venons de dire a lieu quel que soit 
l'angle formé par les axes des coordonnées; et nous en 
conclurons que, pour passer d’un système quelconque 


de coordonnées planes, à un autre, parallèle au pré- 
cédent, il suffit de faire À 


ee 4 —— / .: 
x=ata, y=b+y, 
b et a étant les coordonnées d’une des origines par rap- 


port à l'autre. En substituant ces valeurs dde une Équa 
tion quelconque entre x et y ; elle se trouvera rapportée 
aux nouvelles coordonnées x”, et y’. 

91. Passons maintenant au cas où lon fait varier la 
direction des axes et angle qu'ils forment entre eux ; 
mais, pour plus de SAUTER » Supposons d’abord que 
Vorigine ne varie pas, et qu’elle soit commune aux deux 
systèmes de coordonnées. 

Soient donc AY, AX, deux axes des y et des x 
(fig. 26), que nous prendrons d’abord rectangulaires. 

Soient AY’, AX’, deux autres axes.qui font entre 
eux un angle quelconque, on demandede passer du 
premier système de coordonnées au second. 

D’un point. quelconque M, menons les droites MP, MP", 
respectivement parallèles aux axes desy et des y”, on aura 


Ars EM Pi ns PME Y 
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JT faut, de plus, que la position des nouveaux axes 
soit donnée par rapport aux anciens. 

Soient donc l'angle X’AX = «, Pangle V'AX — «!. 

Il s’agit de déterminer x et y en fonction de x’, 
de y’, et des quantités connues « et a! 

Cette détermination est extrémement facile. En effet, 
par le point P’, menez PQ, PR, respectivement pa- 
rallèles aux anciens axes des x et des y, vous aurez 


x =AP=AR+PQ, ‘y=MP=MQ+PR. 


Or, les lignes AR, PR, MQ, PQ, sont les côtés des 
triangles rectangles APR, PMQ, qui ont x’, y pour 
hypoténuses, et dans lesquels on connaît les angles 
P'AR égal à «, MP'Q égal à 4’. Avec ces données, on 
peut calculer les valeurs de ces côtés en fonction des 
hypoténuses; et, en les substituant dans les seconds 
membres des expressions précédentes , il vient 





x—x cose+y cos æ, y—x" sine y sin. 


Telles sont les relations qu'ont entre elles les coordon- 
nées dans les deux systèmes que nous cons'dérons. 

92. Si Pon voulait passer des coordonnées x” et y” aux 
coordonnées x et Y> il suffirait de déduire les valeurs 
de x” et * des équations précédentes. Or, en multipliant 
la première par sin &’, et en retranchant la seconde 
multipliée par cos æ’, on aura x; opérant d’une ma- 
nière analogue par rapport à æ, on aura ÿ : : CES. Và- 
leurs seront. 





;  sinat=y COS & = Y COS. x SINtæ. 
Fr sim(æ—«) ? 7 oosm(g— a) © 


On aurait pu parvenir directement à ces résultats par 
les considérations trigonométriques. En effet, du point P, 
fig. 27, menez PQ, PR’, respectivement parallèles aux 

« Le *E d LB 
nouveaux axes desx”et des y”, et prolongez ME: jusqu'à 
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il 
1! | 
(0 
1! 
| 


[ sa sépEon tre avec la première de ces dr oites : vous aurez 
| a'=AP—AR—PQ; y—=MP —MQ— PR. 


Œ Te lignes, AR’, PR’, MQ', PQ, sont les côtés je 
LR APR, PMQ", se lesquels AP est x, PM » 3 € 
qui onten ppt les angles PAR" —4«, APR'— Ban ; 
PMQ'— 90°—%", MPQ'= = 99° Ha; par conséquent, 
| PRA—PQOM— X'AŸ' = & — 5, On peut donc, au 
. moyen decés angles, calculer les côtés dont il's'agit en 
. fonction de x' ét de y seuls; après quoi, eri les substi- 
tuant.dans les-expressions-précédentes., on. trouve pour 
_ æ.etty/ les mêmes valeurs que Pélimination nous avait 
données. 
Les formules 





x = x" cos & y! cos,  y=—=x" sin mg sir æ, 
et celles-ci, qui s'en déduisenit, 


5 Aer SET CA — cos,a" y. Y COS a x sin & 
simfa—#), ?. Je Lan (æ—a) ? 





suflisenb pour passer d’un! systeme de.coordonnées.rec- 
tangulaires-x et: k un. systènie.de coordonnées ;obli- 
ques) xpiet:  ÿ »et réciproquement, lorigine -restant la. 
mémepour les deux systèmes: | 

95: Si les nouveaux axes des x’.et'des:y' dla êt e 
aussi-rectangulaires comme les-précédens,,on aurait 

#90; : conséquemment, = g0°+%; 
et par suite | 
sin (a Te) 2: sin & —= COS &; COS 4” — — sin a 
En substituant cés' valeurs, les relations des coordon- 
données deviendraient 

x — x cosæ—Y' sine, y —x" sin & + y”co8 
Ce sont les formules nécessaires pour passer d’un sys- 


ème de coordonnées réetangulaires à un autre aussi 
rectangulaire; l’origine restant la même; et i-ést faeile 
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de le vérifier à posteriori, en appliquant à ce cas par- , 
ticulier les considérations générales dont nous ayons 
fait précédemment usage. En effet, la construction de 
la fig. 26 étant employée ici, devient telle que la re- 
présente la fig. 28, et donne 

x— AP—AR—PQ, y—=MP—MQ+PER, 
et, en substituant aux lignes AR, P'R, MQ, PQ, leurs, 


valeurs en x” y, déduites des deux triangles rectangles 
APR, MPQ, desquels on connait les angles, il vient 
== x" cos æ—Y'sinæ, y—x sin ty cos, 
comme nous l’avions conclu de la formule générale en 
y faisant & — 90 + «. Cette valeur de #', surpassant go’, 
fait tomber la nouvelle ordonnée MP’ à droite de Pan- 
cienne ordonnée MP , au lieu qu’elle tombait à gauche 
dans la fig. 26 , où Es avait représenté l’angle Y'AX" 
comme aigu; d’où il suit que, dans la supposition de la 
fig. 28, P'Q doit être soustrait de AR pour former x, 
au lieu qu’il devait lui être ajouté dans la fig. 27. Tou- 
tefois on vient de voir que les expressions dex, y, 
déduites de cette première construction, peuvent être 
considérées comme générales, et employées ainsi dans 
tous les cas possibles, pourvu que lon y donneaux 
angles « , «', les valeurs particulières qu'on veut leur 
attribuer ; parce qu'alors le seul jeu des signes positifs 
ou négatifs que les sinus et cosinus prennent selon les 
valeurs de ces angles, rétablit les résultats précisément 
tels qu’ils auraient été si l’on eût fait immédiatement 
la construction sur les valeurs assignées aux angles.’ 
94. Si lon forme les carrés des dernières expressions 
obtenues pour x, y, et qu’on les ajoute ensemble, on 
trouvera * 
x? + y’ — %/2 +3" 
En effet, les nouveaux axes étant rectangulaires 


comme les anciens, W/x°?+ y* exprime la distance 





à 


a 
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di Fe point quelconque à l'origine des coordonnées; et, 


(R fs + y” exprimant aussi la même distance à la même 
‘y igine , ces deux valeurs doivent être égales. 

95. On peut, au moyen de ce qui précède, passer 
d’un système de coordonnées obliques à un autre sys- 
teme de coordonnées obliques (fig. 29). En effet, soient 
AX”, AY”, les axes des x’ et des y’; AX’’, AY”, ? les nou- 
veaux axes, dont les coordonnées seront x”, y”. Con- 
cevons, par la même origine, un troisième système 
daxes AX, AY, ee entre eux, et dont les 
coordonnées seront x et 3. Nommons #, 4,8, 8, les an- 
gles des x”, des y’, des x” et des y”, avec l'axe AX ; nous 
aurons pour un même point, dont les coordonnées se- 
ront x et y par rapport au système rectangulaire, 


Tax" cos a+ y'cosæ, y—x sinæ+y sin, 
1 11 ’ QE Pperarcs « fre. , 
AerS © cos B+ y COSB, Yy—xX Sing+}y sims. 
En éliminant x et y entre ces équations, on aura celles 
qui déterminent. les, relations des coordonnées x’ et y’ 
avec les x” et y”, et qui sont 
T'cosæ+ y’ cos « —x" cos 8 +- y" cos £, 
x" sin æ + y" sinæ —x" sin 8 + y" sin 8’. 
Si lon multiplie la première par sin 4, et qu'on la 
retranche de la seconde multipliée par cos «on aura 4”; 


en opérant d’unemanière analogue, ayec les facteurs 
sin « et cos #°, on aura 4” : on trouvera ainsi 


gs Lwsin (aies 6) y" Al Sage 


sin (a Lo, au) 
NE. x" sin (8 — 4) + y" sin (8 — 2) 
j sin (x#°— a) 
Or, on a 


« — B=Y'AX", a —8g—Y'AY" 
& — à — X'AX", g! — u — AN PA QE” — Y" AX’. 
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Il n’entre donc dans les expressions précédentes que les 


angles formés par les axes des y’ et des x” entre eux, 


et avec les nouveaux axes AX”, AY"; et tout ce qui 
était relatif au système rectangulaire que nous avons 
introduit a disparu. Alors, pour mettre en évidence ces 
seules données, désormais indispensables, nommons 8 
l'angle Y'AX", inclinaison mutuelle des deux axes des x” 
et des y’. : Désignons par y, ; les angles X’AX", X'AY", 
que l’axe des x” et celui des 2 forment avec l'axe des x’; 
désignons de même par «, #', les angles Y'AX”, Y'AY”, 
que les mêmes axes forment avec celui des y”. En sub- 
stituant ces élémens dans les équations précédentes; 
elles deviendront 
0% sin «+ y sin € AR sin y ty SIA y 


sin 8 4 F4 sin 8 








— 


Ces formules serviront à passer d’un système de coor- 
données obliques à un autre système de coordonnées 
obliqués, l’origine étant la même pour'tous deux. St lon 
supposait les axes des x’ et des y” perpendiculaires 
entre eux, on aurait | 
8 — go°, st y— go, * s + y = 90°: 
par conséquent, ne £ 
sind==1; :sine== cosy, : sine = cosy’; 

et l’on retomberait sur les équations que nous’avons 
déjà trouvées, Pur PSE d’un système de coordonnées: 
etai ion à un systèmé de coordonnées obliques. 

96. Nofa avons vu précédemment que, pour passer 
d’un système de cousdannées xet y à un autre système 
de coordonnées x”, Ÿ° parallèles aux premières, il faut 
faire 

x=atkx, y—=b+7y, 

a et b étant les coordonnées de la nouvelle origine par 
rapport au premier système. Si lon fait ensuite varier 
la direction des axes autour de cette nouvelle origine ; 


e 
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‘on'aura changé à la fois et la position de Porigine des 
coordonnées et la direction des axes. IL suffit donc d’a- 
jouter, dans les formules précédentes, aux valeurs des 
coordonnées celles de la nouvelle origine, pour avoir 
les formules générales de la transformation des coor- 
données. Comme elles sont d’un fréquent usage, je les 
ai réunies dans le tableau suivant. 

1°. Pour passer d’un système de coordonnées rectan- 


_ gulaires x; Y à un système de coordonnées obliques x’,7", 
x=ax cosæ y cosa, y —b+x'sin4+ y'sine". 


2°, Pour passer d’un système de coordonnées obliquesz 
#",y’, à un système de coordonnées rectangulaires x, y, 


(x — a) sin « — (y — 0) cos &’ 








fa LPS PE CRETE 
y_(y—b)cosa—(x— a)sina 
PRIT (LT 


3°. Pour passer d’un système de coordonnées rec- 
tangulaires x, y, à un système de coordonnées aussi 
rectangulaires x”, y”, 


Tax" cose—ÿ sine, y—b--xsinet y'cosx. 
Dans ces équations, «, «’ sont les angles des axes des 
æ’ et des y” avec l’axe des x; a et D sont les coordon- 
nées de la nouvelle origine par rapport au système rec- 
tangulaire. 
2e. Pour passer d’un sy Se e de coordonnées obliques 
T, y, à un autre système de coordonnées obliques 2”, 7", 
X— a + 


x” sin sy” sin £” æ’siny-#y" siny" 


sin Ÿ sin 0 








y; 7%, sont les angles que les axes des x’ et des y” font 
avec l'axe des x ; +, =’, les angles qu'ils font avec Paxe 
des y; a et a les RÉ AUUE de la no pire origine 
par rapport aux axes obliques des x et des y, qui For 
ment entre eux un angle 0. 
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97. En généralisant les considérations que nous ve- 
nons d'exposer, on trouvera facilement les formules 
nécessaires pour effectuer la transformation des coor- 
données en trois dimensions ou dans l’espace; car il 
sufit encore, dans ce cas, de trouver les expressions des 
anciennes coordonnées en fonction des nouvelles, ou 
réciproquement ; et l’on peut y end par les mêmes 
méthodes. D'abord, ces relations n’ont aucune difficulté 
lorsqu'on se propose seulement de transporter Porigine, 
en laissant les axes parallèles à eux-mêmes. Alors, en 
nommant &, db, c, les coordonnées de la nouvelle ori- 
gine par rapport à Pancienne, et désignant par x’, Y 527 
les nouvelles coordonnées qui étaient précédemment re- 
présentées par æ, y, z, on aura 


z=a ta, Y—=b+ÆY, z2=C—+z; 


formules dans lesquelles il faut regarder les variations 
de signe de chaque espèce de Mon comme ré- 
Ban aux changemens de position autour de Pori- 
gine qui lui est relative. Ces considérations sont con- 
formes à celles de Part. 90, et l’on en déduira de mème 
les positions respectives des deux origines. L 
Maintenant , si nous voulons changer la direction des 
axes, la recherche des anciennes coordonnées en fone- 
tion des nouvelles et réciproquement , sera encore un 
problème de Trigonométrie. Mais l'introduction des 
trois dimensions de l'espace complique nécessairement 
les constructions dont il faut faire usage. Heureuse- 
ment, à laide d’un artifice ingénieux d'analyse, on 
peut éluder ces difficultés, et faire le calcul d’une ma- 
nière élégante et facile > qui n’exige aucune construction. 
Cet artifice consiste à prévoir °d avance la forme des 
relations qui doivent exister entre les anciennes et les 
nouvelles coordonnées. Car on peut prouver ;en général}, 
que , lorsqu'on passe d’un système quelconque de coor= 
données à un autre, les anciennes coordonnées doivent 
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toujours être une fonction linéaire des nouvelles, et 
réciproquement. 

Cette proposition se trouve d’abord vérifiée pour les 
systèmes de coordonnées planes, puisque les relations 
que nous avons obtenues dans ce cas par les considérations 
trigonométriques , se sont en effet trouvées linéaires. 
Mais , pour montrer que cela doit être encore ainsi dans 
le cas de trois dimensions, coricevons généralement les 
valeurs de x y ; # exprimées par des fonctions quel- 
conques de x’, y’, z', que nous désignerons par ®, x, Ÿ, 
en sorte qu’on ti 


x=p(x,9,#), y=r(2,Yrr), 24 (x,y",7). 
Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation du plan 
qui est toujours de la forme 


Azx+By+C+D—o, 
lorsque les coordonnées x, y, z, sont dirigées d’une 
manière quelconque, elle deviendra 


A.g(x',y,5)+B.r(x',y,2)+C.Ÿ(x,, )+D—0. 


Or, nous avons vu, n° 72, que l’équation du plan reste 
toujours du premier degré, quelle que soit la direction 
des axes rectilignes auxquels on la rapporte. Il faudra 
donc que l'équation précédente se réduise d’elle-même 
à une expression de cette forme 


A'x' + By + Cr +D'—o, 
dans laquelle A”, B, C', D’, seront des coefficiens qui ne 
contiendront ni x’, ni y, ni x, mais seulement les 
constantes primitives À , B, C, D, ainsi que les angles 
et les distances qui déterminent les positions rela- 
iives des deux. systèmes. ‘En outre, il faudra que 
cette réduction s'opère toujours, quelles que soient les 
valeurs des coefliciens primitifs A, B, C, etsans qu’il en 
résulte entre eux aucune condition quelconque. D’après 
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cela, il est évident que la rédacuon devra nécessaire- 
aent exister dans les fonctions @, 7, AL elles-mêmes ; 
car s’il en était autrement, les termes de @, qui sont 
multipliés par À, ne pourraient pas faire disparaître 
en général les termes de 7 ou de®, qui sont multipliés 
par B ou €. Toute destruction mutuelle entre ces termes 
élant impossible, les puissances de x’, y’, z', supérieures 
à la première, resteraient nécessairement dans léqua- 
ton transformée, si elles existaient dans les fonctions 
©, #,Ÿ; ces fonctions se trouvent donc limitées par la 
condition que les nouvelles coordonnées x’,.y', #, n'y 
existent qu'a la première puissance; et par consé- 
quent, la forme la plus générale qu’on puisse leur sup- 
poser , ser 

x —= a +- mx m'y" + m's, 

y = 0 + nx° + n'y + n"z", 

s=c+pé +py Hp, 
les coefliciens des variables x”, y”, z', étant des con- 
stantes inconnues qu’il s’agit de déterminer. Or, puisque 
ce sont des constantes, leurs. valeurs resteront toujours 
les mêmes, quels que soient x”, y’, z'. On pourra donc, 
pour simplifier le calcul, donner successivement telles 
valeurs que lon voudra à ces variables; et les valeurs 
des coefliciens déterminées sur ces cas particuliers, ser- 
viront ensuite également pour tous les autres cas quel- 
conques. Cherchons donc à effectuer ainsi ces déter-. 
minations. 

D'abord, si Pon fait x — 0, ÿ —=0, 7 —0o,ce qui 

est le caractère de la nouvelle origine, 1l vient 


D is Ne OR RE 


a, b, c, sont donc les coordonnées de cette origine, 
par rapport à l’ancienne : nous les supposerons nulles, 
pour plus de simplicité; ce qui revient à changer la 
direction des axes sans déplacer l'origine ; iksuflira en- 
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suite de les ajouter aux résultats, pour transporter le 
xouveau syslème axes parallèlement à lui-même. Par 
cette supposition , les formules précédentes deviennent 

x = mx + m'y + m'z, 

y=nx + ny +n'z, 
42 , nr “# / 

SEPT #py “+pz. 

Les constantes qu’elles renferment se déterminent 
facilement par des suppositions particulières. Considé- 
rons, par exemple, les points situés sur Paxe des x”, les 
équations de .eet axe seront 


eo, eo. 
On aura donc, pour les points qui y sont situés, 
M ML NY DT, Ÿ 27 DL. 


Soient AX”" cet axe, M un quelconque de ses points 
(fig. 30); et supposons, pour plus de simplicité , que 
les janciens axes AX, AY, AZ, soient rectangulaires: 
alors AM sera x’, MM sera 3, et le triangle AMM’ 


donnera 


2 = x cos AMM'. 


L’angle AMM est celui que forme le nouvelaxe des x 
avec l’ancien axe des z; nous le désignerons par Z. Si 
nous nommons pareïillement X, Y, les angles formés 
par ce même axe AX” avec les axes AX , AY, nous au- 
rons, pour les points qui y sont situés, 


T—2x cosX, y—xcosYŸ, ‘3x cosZ. 
Ce résultat détermine 7, ", p, et donne 


Mm—COSX, n—cosYŸ, p—=cosZ. 


Si nous considérons de même les points situés sur 
? e r . 
Paxe des 4", dont les équations sont 


f 
0 Ne —0: 
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on aura, relativement à ces points; 


ALT RER À Re A. 4 
L'or VE Mo ME me 
+ 
Ainsi, en désignant par X’, Ÿ’, Z’, les angles que forme 
cet axe avec ceux des ï, y, z, on aura 


À 
m' eos X'\ Lun = cos VE DIE CORAe 


Enfin la considération des points situés sur l'axe des z 
déterminera les constantes m", n", p'; et en nommant 
X", Y”, Z', les angles que forme cet axe avec ceux des 
TX, Y,Z;, On aura 


m'—=cos X”, n°—cos Né pi or 
d'où lon tire pour x, y, z, 


xx" cos X + y’ cos X’ + 7 cos X’, 
es cos Ÿ + y’ cos Ÿ'+ 7 oh (1} 
3 —x" cos Z + y' cos Z +2" cos Z”. 


Il faudra joindre à ces valeurs les équations de condi- 
tion qui ont lieu entre les trois angles que fait une 
ligne droite avec les trois axes, et qui sont (n° 57) 


cos X — cos Y + cos Z — 1, 

cos” X” + cos® Y’ + cos Z'=1, (2) 

cos’ X” + cos? Y” + cos? Z’— 1. 
Ces formules suflisent pour transformer les coordon- 
nées , lorsque les angles des nouveaux axes entre eux 
doivent être quelconques; mais si ces angles sont don- 
nés, il en résultera de nouvelles conditions entre les 
angles X, Y, Z,X'…., etil sue les joindre aux équa- 
tions précédentes. 

En effet, si lon nomme V PAU que forment les x’ 
avec les y”, U langle des y” avec les z', et W langle 
des z’ avec les x’, on aura, par le n° 62, 

cos V = cosX cos X’+ cos Y cos Y’+cosZ cosZ, 

cos U — cosX’cosX”+cosY'cosY”"+cosZ'cosZ", ; (3) 

cos W — cosX cosX"—+cosY cos Y”+cosZ cosZ”; 
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et.cés équations étant jointes aux formules (1} et (2), 
süfliront, dans tous les cas, pour établir les conditions 
relatives aux nouveaux axes, en supposant les anciens 
rectangulaires. 
98. Si, par exemple, on veut que le nouveau système 
soit pareillement rectangulaire, on aura 


cos V=—0, cosU=o, : cos W—0; 


et les seconds membres des équations (3) seront nuls : 
* alors, en ajoutant les carrés de x, Y; 3, on trouve 
x + y += xt Lys, 
Cette condition doit être en effet remplie, lorsque 
! les deux systèmes de coordonnées sont rectangulaires 
“et ont la même origine, parce qu’alors la somme des 
carrés des trois coordonnées représente, dans l’un et 
dans l’autre, le carré de la distance de cette origine 
commune au point que l’on considère. 
_… 99. On peut aussi changer la direction de deux axes 
| seulement, en conservant le troisième. Supposons, par 
exemple, que Paxe qui reste soit l'axe des z, et quelles 
deux autres coordonnées; faisant entre elles un angle V, 
doivent toujours lui être perpendiculaires; on aura , 
d’après ces conditions, 


CoSU—0, cos W—, 
cos X’=0, cos Y’—0o, cos Z'—:1; 
valeurs qui, substituées dans les équations (3) , donnent 
A0, COS 2 0 
c'est-à-dire que les axes des x’ et des y’ sont dans le plan 
des xy; de là et des équations (2) il résulte 
cos Ÿ—sinX, cos Y’—sin X; 
et les valeurs de x, y, deviennent : 
x = x" eos X+ 7" cos x; y=x sinX + 7y"sinX, 
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qui sont précisément celles que Von a trouvées dans 
Part. 91, pour "passer d’un système d’axes rectangu- 
laires x et y à un système quelconque situé aide le 
même plan. 


Des Coordonnées polaires. 


100. Lies coordonnées rectilignes ne sont pas les 
seules par lesquelles on puisse définir analytiquement 
les positions relatives des points de, l’espace. On peut 
employer à cet usage tous systèmes de lignes droites 
ou courbes dont la construction suffit pour déterminer 
complètement, ces, positions. 

Par exemple, si tous les points que l’on considère 
sout compris dans. un même plan, on pourra (fig: 31) 
prendre pour coordonnées la distance AM de ces, points 
à un pointfixe À compris dans le plan, et l'angle MAX 
formé par cette distance avec une ligne, aussi menée 
dans le plan. Eneffet, lorsque l'angle MAX sera donné , 
onconnaitra la direction de la Ep AM sur laquelle le 
point désigné se trouve; et si, de qe er on connait AM, 
on aura + situation précise de ce point, et on pourra 
le construire. Ce mode de détermination, par un anglé 
et une distance variables, constitue ce que l’on ippolté 
un système de coordonnées polaires, La distance AM 
se nomme le rayon vecteur, et le point A, d’où elle se 
compte, prend le nom de pôle. 

Quand on connaît l’équation d’une ligne courhe > apr 
portée à des coordonnées rectilignes, il est bien aisé 
de la transformer en és Moiee SE es: car, pour 
cela, comme dans tous les autrescas de transformation ; 
il suffit de déterminer les valeurs des anciennes coor- 
données en fonction des nouvelles , et de les substituer 
dans l'équation proposée. 

Concevons, par exemple, que les anciennes coordon- 
nées soient rapbortéesides axesrectangulaires AX, AY, 
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fig. 32; en sorte que, pour un point queleonque M 
| Situé dans le plan de ces axes, AP, soit x, PM » Ye 
Supposons qu’à ce système on veuille substituer un Sys- 
tème polaire , dont les'cocrdonnées soient la distance 
A°M, comptée du pôle A’, et l’angle formé par cette 
distance avec axe AX. Il faudra que la position du 
pôle A” soit connue, par rapport aux anciens axes : re: 
présentons son abscisse AB par a, son ordonnée A'B 
. par 0. Maintenant, du même pôle, menons A’X" pa- 
rallèle à Paxe des x; et, désignant l'angle MA'X’ par 
le rayon vecteur AM par r, nous aurons évidemment 
AP—AB+AQ, PM=—AB+MQ. 
| | à 
Mettant donc pour AP, PM, AB, AB, les lettres qui les 
désignent, et reinplaçant A’Q, MQ par leurs expres- 
sions tirées du triangle rectangle MA'Q ; il vient 
T=atkrcos#,  y—=bH+rsinr; 
ce sont les relations demandées. 

Sile pôle A’ coïncide aveé origine À elle-même 
(fig. 3x), « et b seront nuls, et lon aura simplement 
x = 7 c08 », = F Sin Ÿ ; 

relations dont la démonstration est évidente. 

Si la ligne: A’X, à partir de laquelle les angles se 
comptent (fig. 32) , ne devait pas être parallèle à l’ancien 
axe des x, mais former avec lui un angle donné « (fig. 33), 
la transformation serait également facile, En ellet, par 
le pôle A’, menez A’X" parallèle à l’axe des x, Alors 
Pangle MAX” sera » + +; et, en considérant les coor- 
données MP, AP, menées d’un point quelconque M aux 
anciens axes, On aura , comme tout à l’heure ; 


AP—AB + A'Q, PM—AB+MQ, 
où en Substituant lés expressions algébriques 


 T=a+rcos(v+e, Y—=v+Hrsin (v+ x). 


11. 
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lei , il y a une remarque importante à faire : l’objet 
général de tout système de coordonnées, c’est d’expri- 
mer analytiquement la position d’un point quelconque 
de l’espace, et de comprendre dans une même formule 
les positions relatives de tous ces points. Cette dernière 
condition détermine la loi des variations de signe qw'il 
faut attribuer aux diverses coordonnées, selon les par- 
ties de l’espace où se trouvent les points qu’elles doivent 
définir. Dans les systèmes précédens, par exemple, 
supposons que lon compte les angles #, depuis zéro 
jusqu’à la circonférence entiere. Alors, ce mode de 
variation suffira pour porter le rayon vecteur dans 
toutes les directions possibles autour du pôle A’; et, sur 
chaque direction , la position du point M ne dépendra 
plus que de la longueur du rayon vecteur r, laquelle 
pourra varier depuis zéro jusqu’à l'infini. Aussi, en 
introduisant les seules valeurs des angles # dans les 
expressions de x et de y obtenues tout à l'heure , les seuls 
changemens de signe des lignes trigonométriques se 
trouvent suffisans pour porter les valeurs de ces coor- 
données dans tous les quadrans, et embrasser ainsi 
toutes les positions possibles des points situés dans ce 
plan. On voit clairement, par cette discussion, qu'en 
adoptant pour les angles , le mode de variabilité que 
nous venons de supposer, il n'existe dans le plan aucun 
point pour lequel le rayon vecteur r doive avoir une 
valeur négative; et, par conséquent, si un problème 
conduisait à de telles valeurs, il faudrait en conclure 
qu'il est impossible. Ceci est une condition qu’il faut 
toujours se rappeler, quand on emploie des systèmes de 
coordonnées polaires, où l’on donne aux angles la com- 
plette étendue de variation que nous leur avons attribuée. 

101. On peut aussi étendre de pareils systèmes de 
coordonnées aux trois dimensions de l’espace, et l’on 
en fait fréquemment usage. Un des systèmes les plus 
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_usités consiste à préridré pour cet usagé les angles 
MAM' et M'AP (fig. 36), le premier formé par lé 
rayon vecteur AM avec sa projectioti sur un des plans 
rectangulairés, pär exemple, sur le plan des xy; le se- 
cond, formé par cette projection elle-même avec l'axe 
dés x. 
- Soient & et 6 cés angles, r le rayon vecteur, 7’ sa 
projection, l’on aura 
PCs, , f—7r sn. .-3:—7snNn0; 
d’ailleurs Her, COS Ü 
on aura donc | 
 æÆ—rcos@cosô, y—rsinpcost, z=7sin 6. 
Pour embrasser dans ces formules tous les points de 
l'espace , il sufira de faire varier l'angle @ ou M’AP 
depuis o° jusqu'à 360°, et l’angle 0 ou M'AM depuis o 
jusqu'à Æ 90°. Les signes que ces valeurs assigneront 
aux lignes trigonométriques ; détermineront complète- 
ment les signes que doivent avoirles coordonnées x, y;,, 
selon le quadrans où sera situé le point auquel elles 
appartiendront ; et, puisqu'elles suflisent ; il ne faudra 
attribuer aucun dent de signe au rayon vec- 
teur 7. On devra se borner , comme précédemment , à 
le faire varier depuis zéro jusqu’à l'infini. 
Dans les équations précédentés = > > représentent 


les tangentes trigonométriques des angles que forment 
avec l’axe des z les projections du rayon vecteur sur 
les plans, des xz et des yz. En divisant ces équations 
membre à membre, on en tire 





x, cos cos @ y __cosbsin®, 

& Su ve 4 
Ds : en nee les ÉRSEURE du rayon vecteur 
par 


| 
| 
L z sin 2 #8. 


| | LUZ, y—=bz, 
| 
| 
| 
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ce qui est la forme que nous avons adoptée généralement 
pour les équations des droites menées par lorigine des 
coordonnées, on aura a 
_ cos # cos @ cos 8 sing 

EDP EN __siné 
Alors a et b représentent les tangentes trigonomé- 
triques des angles formés par laxe des z avec la projec- 
tion du rayon r sur les plans des xz et des yz. On,con- 
naîtra ainsi les valeurs de ces angles par les expressions 
précédentes, quand @ et 8 seront données. 

102. Ce que nous venons de reconnaître dans les 
exemples précédens, sur la constance de signe du rayon 
vecteur r, est une condition qui a généralement lieu 
dans tous les systèmes de coordonnées polaires , lors- 
qu’on fait varier les angles de manière à pouvoir porter 
indistinctement ce ra yon dans toutes les directions. Alors 
lesseules variations de signes des lignes trigonométriques, 
déterminées par les valeurs des angles auxquelles elles 
appartiennent , suffisent toujours pour déterminer et 
indiquer la position des points. 

103. Les questions que nous venons de traiter dans 








, 0 


ces préliminaires sont en quelque sorte les élémens de 


tous les problèmes qui concernent lapplication de lAl- 
gèbre à la Géométrie. Les formules que l’on en déduit 
sont autant de méthodes générales dont Pusage revient 
sans cesse, et que l’on ne suppléerait qu’imparfaitement 
par des constructions particulières qu’il faudrait re- 


commencer pour tous les cas. Mais, pour sentir le prix 


de ces méthodes , il est nécessaire de se familiariser 
avec elles par l'usage : c’est pourquoi nous les applique- 
rons à la recherche des propriétés des courbes et des 
surfaces du second ordre; et cet exemple qui fait Pob-- 
jet du reste de cet Ouvrage , suflira pour montrer géné- 
ralement comment on doit employer les procédés dont 
al s’agit. 


> 
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CHAPITRE IV. 


Des. Sections du Cône. 





104, Lies courbes du second ordre sont aussi appelées 
sections coniques, parce qu'on peut les obtenir toutes 
en-coupänt un. eône droit à basé circulaire par’ des 
plans diversement inclinés, Comme: ce mode de géné- 
ration.commun établit entre elles des analogies remar- 
quables, nous Pemploierons pour former leur équation 
générale, Nous discuterons ensuite les diverses formes 
de courbes résultäntes des modifications particulières 
que cette.équation peut sübir; et, quand nous les aurons 
ainsi reconnues avec détail; nous prouverons que toute 
courbe exprimée par une équation du sécond degré ; est 
nécessairement identique avec une d’entre elles. 

105. Soit (fig. 34) C le centre du cône, ZCO:son axe; 
par un point quelconque ©, pris.sur cet axe à une di- 
stance donnée e du centre, conceyons trois axes de 
coordonnées OX, OY , OZ , rectangulaires entre eux , et 
dont lun, OZ, soit dirigé suivant l'axe du cône même ; 
appelons » Pangle constant OCB formé avec cet axe par 
une quéléonque des droites génératrices , et cherchons 
d'abord à déterminer léquation du cône avec ces 
données. 

D’après les définitions précédentes, les coordonnées 
du centre C sont x=0,yÿ—0;z=—c; ainsi, les équa- 
tions d’une génératrice quelconque ; menée par ce point , 
seront nécessairement de la forme 


sa (se), ÿE (0, 
les coefliciens &’, L', étant constans pour la même géné: 
ratrice , et variables d’une génératrice à une autre. 
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Maintenant, toute génératrice doit former Pangle 
constant # avec l’axe du cône; donc, puisque cet axe 
est ici celui des coordonnées z, on aura par le n°66, 


1 
Pere EL 

ou en faisant disparaitre le dénominateur du second 
membre, 


COS? # — 


(a? + D?) cos’ y — sin?s. 1 

Cette condition subsiste pour chaque position dela 
droite génératrice ; si on en chasse 4” et D’, en met- 
tant au lieu de ces coeficiens leurs valeurs générales 





Y 
: —Ÿ = Je résultat en + 3 Vs Z, ne sera plus par- 


gcc? z—0c 

ticulier à aucune des positions de la droïte génératrice, 
mais il appartiendra: à tous les points qui peuvent se 
trouver sur cette droite lorsqu'elle forme l'angle donné» 
avec Paxe OZ. Ce sera donc équation de la surface co- 
nique engendrée par son mouvement. Cette substitu = 
tion donne 


(y? x?) cos" v = (3 — c}° siné #; 
équation qui convient à tous les points de la surface 
conique. 

Si lon voulait avoir lintersection du cône par le 
plan même des xy, on n’aurait qu’à faire z nul, ce qui 
est lé caractère de ce plan, et l’on aurait alors 

(7° + x?) cos » — c° sin° », 
ou, en divisant les deux membres par cos’ », 
ÿ° Ha c? tang* s. 
Cette équation ne convient plus qu'aux seuls points 
situés sur la courbe d’intersection. Elle montre que la 
distance de tous ces points à l’axe du cône est constante 
et égale à c tang s; c’est-à-dire que l'intersection est un 
cerele décrit dans le plan des xy, autour du point O 


|! 
il 


Le 
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. comine Centre, avec e tang # pour rayon. En effet, CO 


étant représenté par € , et l'angle BCO par », € tang » 
représente le côté OB du triangle générateur. 

105, Prenons maintenant un mode d’intersection plus 
général. Par le point B, extrémité du rayon OB, con- 
cevons un plan coupant IBI, mené perpendiculairement 
au plan des xz, et formant un angle quelconque BSC, 
‘Ou z avec l'axe du cône. Puis, cherchons l'équation de 
la courbe d’intersection IMBI. 

L’équation du plan coupant ainsi mené sera la même 

ue celle de sa trace BS sur le plan des xz ( pages 106 
et 134). Or, cette trace doit passer par le point B, dont 
les coordonnées sont 3=0, y—0, æ—c tangs; de 
‘plus, elle doit faire l'angle x avec l'axe des 3; son équa- 
tion sera donc 


SAT tang y + 2 tang u. (2) 


Pour tous les points de l'intersection, cette relation de- 
vra subsister en même temps que l’équation du cône. 
Donc si, entre elles, on élimine z, la relation en x, y, 
qui en proviendra, appartiendra à la projection de Pin- 
tersection sur le plan des xy. Ce sera l'équation ana- 
lytique de cette projection. De même si, au lieu d’éli- 
miner z, on élimine x, le résultat en y,z, appartiendra 
à la projection de l'intersection sur le plan des zy. 

Puisque notre plan coupant est mené par le point B, 
nous introduirons comme donnée la distance CB, que 
nous nommerons &. Alors, OB sera a sin »; OC ou c 
sera & cos # , et nos deux équations deviendront 


(y? + x?) cos» — (3 — a cos sr) sin’ », (1) 
æ=—= a sin # + z tang v. (2) 
La courbe d’intersection se trouve complètement dé- 


terminée par le système de ces deux équations, puisque, 
si l’oû se donne à volonté une des coordonnées d’un de 
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‘ses points, par exemple æ, on en peut tirer aussitôt 
les valeurs de z et de y qui y correspondent. Mais afin 
d'étudier, plus immédiatement les particularités de 
sa forme, nous allons la rapporter à des ccordonnées 
rectangulaires prises dans son plan même. Pour cela, 
portons l'origine de ces nouvelles coordonnées au 
point B,et comptons la première x’ à partir. de ce point 
sur la Lo BS, tandis que la seconde y’, comprise 
dans le plan 7 la section, sera perpendiculaire à 
cette trace, et par conséquent parallèle à axe OY 
des coordonnées générales. Alors, si nous considé- 
rons un point quelconque de intersection, tel que M 
dont les coordonnées rectangulaires primitives sont 
OPS%: PQ » 3, et QM, y;ül tibds trouver les valeurs 
de ces anciennes coordonnées en fonction de EQ et 
de QM. Or, cela est très facile ; car, d’abord, la direc- 
tion des y n'étant pas ahèes y est égal à y’; en 
outre ; le triangle BPQ donne 
BP = x’ simx,  : PQ = x" cos w; 

et puisque OB est a Siñ », on aura 

x = à Sin Ÿ — x’ sin #, 

g —= — ÿ' 6oôs u, 

À RE | 
Ces expressions de x et de z satisfont déjà à l’équa- 
tion (2), parce que la construction même qui nous les a 
données, exprime quelles points M, auxquels elles s’ap- 
pliquent, sont situés dans le plan DA IMBI, carac- 
térisé par cette équation. ILne reste donc plus qué ‘iles sub- 
stituer dans équation (1), en y écrivant aussi y” pour y, 
et l’on aura l’équation de la courbe d’intersection prise 
dans son plan même. Or, si l'on effectue cette substi- 
tution, et que l’on développe l'équation qui en résulte, 
il reste, après les réductions, 


cosy + x'?sin (+ v)sin(v— #)—ax'sin 2 sin(u4Æv)= 0: 
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En faisant varier dans celte équation l'angle x , formé 
par le plan coupant avec axe du cône , on peut donner 
successivement à ce.plan toutes les A possibles , 
autour de l’arête BC, et reconnaître les diverses formes 
qui en résultent pour la courbe d’intersection. Mais la 
série de ces résultats sera plus facile à suivre encore si, 
au lieu de wou CSB, on prend pour variable PangleCBS, 
qui mesure immédiatement linclinaison du plan cou- 
pant sur l’arête CB. Cette transformation est très facile, 
car, en désignant ce nouvel angle par #, on a, dans le 
triangle CBS , 


Lybi—180°; d'où w—p—180—1; u—#p—180—(1+2r); 


et, en substituant ces valeurs dans Éatea de l’in- 
tersection, elle devient 


y'?cos vx? sinésin(i+2v)—ax sin 2ÿ Sin i —0. 


Alors, pour donner successivement au plan coupant 
toutes les directions possibles autour du point B, il 
suffira de faire varier l'angle : depuis o jusqu’à 180° ; la 
première valeur le dirigeant suivant BG, et la dernière 
le ramenant en BR , sur le prolongement de cette même 
droite après une demi-révolution entière. 

Partons de la première supposition qui donne l’angle 2 
nul; alors , les deux derniers termes affectés du facteur 
sin Z disparaissent de lPéquation de lintersection ; et 
celle-ci, réduite à son pone terme, donne 


Y =; 
ce qui est l'équation de Paxe des x’. La AE de d'inter- 
section se trouve donc alors réduite à cet axe , C Rae 
dire à la ligne BS ou. BX, devenue pr avec BC. 
IL est évident en effet que le plan d’intersection ne fait 
alors que toucher la surface conique suivant cette 


A A 
arète même. 


Partons de cette position , et faisons croître angle z 


(&) 
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conime le représente la fig. 35. Alors le plan IBI 
coffiifencéra à couper la nappe DCB de la sürface 
côniqué suivant une courbe férméé ; ét cétté partieu- 
lävité sé soutieridra tant que la tracé BSX’ pôutra 
aller coupér larêté indéfinie CD opposée à CB; c’est-à- 
dire tant que l’angle à séra moindre que 186°— 9»; car, 
à cette liriite ; la trace BX’ du plan coupäñt , et le plan 


_. céüpañt lui-même, déviendräit parallèlé à Parête CD: 


Jüsque-là, les angles i et 2 + 5», seront lun et Pautre 
moindres que 180 degrés ; ainsi;leurssinusseront positifs; 
d’où l’on voit, que, dans l'équation de la courbe d’initer- 
section, les coefficiens des termes en y”? et x'?, seront de 
même signe. Cette courbe prend alors le nom d’eflipse ; ; 
elle Létipéehid: comme cas particulier, le cercle, qui 
s'obtient lorsque i — 90° — » ;'et éllé se réduit à an 
simple point ; lérsque & est nul; c’est-àdiré quand le 
plan coupant est mené par le centre du cône même; 
çar alors, l’équation ne contenant plus que. ses deux 
premiers termes , qui sont tous deux positifs, me peut 
être satisfaite qu’en faisant x’ et y’ nuls tous deux à la 
fois; ce qui est l'équation de l’origine: 
Csei nous conduit jusqu’à la limite où à = 180° — 2». 

À ce terme, la trace BX'du plan coupant devient paral- 
lèle à arête CD (fig. 35); et la courbe d’intersection ne 
trouvant rien qui la termine, s'étend indéfiniment dans. 
ce sens ; mais elle est toujours située tout entière sur la 
même nappe du cône; car le plan coupant étant parallèle 
à la génératrice tre CD, ne rencontre pas la nappe 
épposéé, qui ést limitée paf le prolongerhent de cette 
mème générâtrice. Dans ce cas, sin (2 2) devenant 
nu, lé térinie affecté dé 4° disparaît dans l'équation de 
HS OWEHE dintérséction; ét cellé-ci prend alors le nom 
dé parabole. Lorsque à "4 nul , c’est-à-dire > lorsque le 
plan coupant est mené par le centre C du cône, elle : se 
réduit à ütié Siniplé ligne droite, qui est larète CD 
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elle-même. En effet, dans ce cas, Péquation ne conte- 
nant plus que son premier terme , ne peut être satisfaite 
qu’en faisant y’ “+ 0; ce qui est l'équation de l’axe des x". 

Enfin , le plan coupant continuant de s’incliner sur la 
génératrice BC, commence à rencontrer les deux’nappes 
de la surface conique , fig. 36. Alors lanigle 4 surpassant 
180°— 2p, la somme &+-2# surpasse 180°, et par 
conséquent, son sinusest négatif. Le coefficient de x'° dans 
l'équation de l'intersection , se trouve ainsi négatif, par 
conséquent de signe contraire à celui de y‘*. Dans ce cas, la 
courbe d’intersection s'étend indéfiniment sur les deux 
nappes dela surface conique,et prend le nom d’Ayperbole, 
La dernière limite de ce genrede courbe s obtient lorsque 
2—180°, ce qui dirige ce plan coupant suivant BR. Alors 
sin £ devenant une seconde fois nul, l'équation de Pin- 


tersection se réduit à son premier terme , et donne 


CASE PSN L2 
Der) 


c’est-à-dire qu’elle se réduit à l’arête BC elle-même, 


comme dans le premier cas que nous ayons considéré 


au commencement de cette discussion. 

Lorsque a devient nul, c’est-à-dire lorsque le plan 
coupant est mené par le centre du cône, les relations 
des angles z et v étant toujours celles qui conviennent 
à des hyperboles, c’est-à-dire telles que le plan coupant 
rencontre les deux nappes de la surface conique , alors 
léquation de lintersection perd seulement son dernier 
terme; et le coefficient de x”* devenant négatif, elle se 
résout en deux facteurs linéaires réels, qui sont 


y cos p — x /— sin à sin (z + 2r)—0, 

ÿ cosv + x V/— sin é sin G+2 )—=0. 
Elle représente alors le système de deux droites me- 
nées par l'origine des +”, y”, qui se trouve être le centre 
même du cône. Ces deux droites sont les deux généra- 
trices opposées, suivant lesquelles la surface conique 
est alors eoupée par le plan de Ia section. 
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En résumant cette discussion, elle nous. éonduit à 
établir les conséquences suivantes. 

Lorsque l’on coupe un cône droit à base circulaire, pa 
desplans diversement intlinés sur sonare,;onobtient pour 
“intersection trois espèces de courbes distinctes ; savoir, 
des courbes fermées et rentrantes sur elles-mêmes ; qui 
s’appellent ellipses ; des courbes indéfiniment étendues 
dans ün seul sens , qui sont rommées paraboles ; enfin ; 
des courbes étendues indéfiniment dans deux sens op- 
posés , et formées de deux branches séparées et distinctes; 
ces dernières reçoivent le nom d'hypérboles: Le premier 
genre d’intersection , l’ellipse, comprend, comme cas 
particulier , le cercle et le point; le sécond, la para 
bole , comprend une ligne droite unique , ow, pour par 
ler plus exaciement ; la réunion de deux droites paral. 
lèles; enfin; le troisième genre, l’hyperbole, comprend 
le système de deux droites qui se coupent. 

L'équation (3), qui représente ces divers genres d'in- 
iersection, donne des ellipses , des paraboles ou ‘des 
hyperboles, selon que le coefficient de x° est positif, nul 
6u négatif, celui de ÿ* étant positif. La nature de la 
courbe ne dépend que du signe de ce coefficient. | 

Nous allons maintenant discuter en particulier cha- 
cune de ces classes de courbes. Nous déduirons de Péqua- 
tion générale, modifiée pour chacune d’elles, leur posi- 
tion, leur forme, leurs caractères, leurs particularités; 
nous les comparerons ensuite/les unes aux autres , pour 
découvrir leurs propriétés communes. 
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105, En coupant un cônedroit à base circulaire par un 
plan perpéndiculaire à son axe, et mené à une distance c 
de son centre, nous avons eu pour l’équation dé lin- 


tersection | 
a? + y = ctang” #, 
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“ou, enreprésentant le produit c tang » paru une seule 


lettre R, 
a+ y =R. 


Dans cette équation , les coordonnées x, y, sont rec- 


 tangulaires (fig. 38). Ainsi, V2? + y exprime la di- 
Stance d’un point quelconque de la courbe à l’origine des 
coordonnées. L'équation précédente montre que cette 
“distance est constante; elle indique donc, par ct carac- 

tère, qu’eneffet la se te proposée est une circonférence 
descercle dont le centre.se trouve placé à l’origine des 
coordonnées : cette seule propriété suffirait pour dé- 

_crixe cette circonférence; mais on peut de même,, da- 

| près l’équation, déterminer toutes ses autres propriétés 
ettoutes les circonstances de son cours. 

Par exemple, si l’on veut connaître les points où elle 
coupe l’axe des x, il suffit de faire y —0; ce qui est 
lecaractère des points situés sur cet axe; alors léqua- 
tion donne 


] 


L— TR. 


Ce qui nous apprend que la courbe coupé Paxe des x 
en deux poinis: différens, situés de part et d'autre de. 
origine des coordonnées ; et à une distance R de l'axe 
des y. 

De même; en faisant x — 0, on aura les points où la 
courbe coupe l'axe des y: cette supposition donné 


y =ER 


Ainsi, ces points sont au nombre de deux, situés de 

part et d'autre ; et à une distance R de Paxe des +. 
Pour suivre la marche de la courbe dans les points 

intermédiaires, prenons en général la valeur de y; 


elle sera | 
Le Pen Re — x”. 


Les deux valeurs de y étant égales et de signes con- 
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traires, la courbe est symétrique au-dessus et au-des:. 
sous de l'axe des x. 

Si l’on suppose x positif, les valeurs tant positives 
que négatives de y iront en décroissant depuis x = 0; 
qui donne yÿy—Æ#R, jusqu'à x —=<+R, qui donne 
y = 0. Si l’on fait x plus grand que R, y devient ima- 
ginaire ; ce qui montre que la courbe ne s'étend pas, du 
côté des x positifs , au-delà de l'abscisse x = + R. 

Les mêmes résultats se reproduisent en sens con- 
traire du côté des x négatifs; et l’on voit de même que 
la courbe ne s'étend pas, de ce côté, au-delà de l’ab-! 
scisse x — — R. Elle est donc également symétrique de 
part et d’autre de axe des y, et elle est limitée sur les 
deux axes à la distance R de Porigine. 

106. L’équation proposée peut se mettre sous cette 


forme 
=R+zx) R—x) 

R+zx et R—:x sont les deux segmens dans lesquels 
ordonnée y coupe le diamètre : cette ordonnée est 
donc moyenne proportionnelle entre les deux segmens. 

107. On trouve de même que deux cordes, menées 
des deux extrémités d’un diamètre à un même point de: 
la courbe, sont perpendiculaires lune à l'autre. En 
effet, si, par le point B', pour lequel y=oetx=—R, 
on mène une ligne droite inclinée d’une manière quel- 
conque, elle aura pour équation 


y—=a (x +R). 

Si par le point B, pour lequel y=o et x = + R, 
on mène une autre droite pareillement inclinée d’une 
manière quelconque, elle aura pour équation 

y=#(&æ—R) 

Ces droites ainsi menées arbitrairement , pourraient | 


se rencontrer dans un point quelconque; mais, si lon 
veut que leur point d’intersection se trouve sur la cir- 
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conférence du cercle, il faudra que leurs équations 
subsistent en même temps et avec celle de cette cir- 
conférence , c’est-à-dire qu’elles soient satisfaites par les 
mêmes valeurs de y et de x. Cette supposition donne 
trois équations entre ces deux variables, et par consé- 
quent une de plus qu’il ne faut pour les déterminer. 
On pourra donc, en éliminant ces variables, parvenir 
à une équation qui ne les contiendra plus, et qui devra 
être satisfaite pour que les deux droites puissent se 
couper sur la circonférence : cette équation sera évi- 
demment entre les quantités a et #4’, qui déterminent 
leur direction. 


Pour lobtenir, il faut donc combiner ensemble les 
trois équations 


y =a(x +R), 

Y =? a'(x = E) 9 

LA — R2 LA ee 
de manière à en chasser x et y. On y parviendrait sans 
doute en prenant les valeurs de ces deux variables dans 
les deux premières équations, et les substituant dans 
la troisième; mais on arrivera plus simplement au 
même but, en multipliant d’abord les deux premières 
équations membre à membre; ce qui donne 

sn (D FE R°). 
Puis, divisant ce résultat membre à membre » par l’é- 
quation du cercle 

7: — R° CR x? s 
Alors les variables x, Y; disparaissent, et il reste 

a@ ——1, ou aa +i—o. 

Or, d'après le n° 50, cette relation entre les coefficiens 
a et à, est celle qui est nécessaire pour que deux droites 
menées dans un même plan soient perpendiculaires 
entre elles. Puis donc que cette relation a lieu entre 
les droites qui sont menées par les extrémités opposées 


12 
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d’un même diamètre, et qui se rencontrent sur la 
circonférence , on en doit conclure qu’elles sont per- 
pendiculaires lune à l'autre. 

108. On voit, par cet exemple, que, lorsqu'on doit 
combiner ensemble plusieurs équations pour en éli- 
miner certaines quantités , il est quelquefois possible 
d’abréger l’opération par des procédés plus ou moins 
ingénieux ; mais, en profitant de ces artifices pour 
rendre les calculs plus élégans et plus simples, il ne 
faut jamais voir , dans les changemens qu’ils opèrent , 
que le résultat et l'effet de Pélimination. 

Et comme les divers procédés que l’on peut employer 
pour éliminer , introduisent quelquefois des facteurs 
étrangers à la question, ou en font disparaître , il fau- 
dra s'assurer que Von a réellement trouvé le nombre 
de facteurs convenable, ce qui sera toujours indiqué 
par le nombre et le degré des équations entre lesquelles 
on a dû éliminer. 

109. Par exemple, dans le cas précédent, si l’on eût 
d’abord cherché directement les valeurs de y et de x, 
au moyen des deux premières équations qui appartien- 
nent aux deux lignes droites, l’élimination âurait 
donné 
_ a +a 


die 


mm 9 = ———.k. 


En substituant ces valeurs dans l’équation du cercle; 
et réduisant tous les termes au même dénominateur , on 
trouve 

aa (aa +1) = 0. 
Cette équation peut être satisfaite de plusieurs ma- 
nières. D'abord, en faisant a4'+1=—o, ce qui donne le 
résultat que nous avons déjà obtenu par lautre marche; 
secondement, en faisant a—o ou &'—0, ce qui si- 
gnifie que, si l’une des deux lignes est dirigée suivant 
l’axe des x, l’autre ligne peut être menée suivant telle 
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direction que lon voudra. Il est visible, en effet, que 
dans cette dernière supposition , les deux droites se 
couperont toujours sur la circonférence du cercle, 
puisqu’elles se rencontreront à l'extrémité du diamètre; 
mais cette solution, quoique vraie , était étrangère à la 
propriété que nous voulions découvrir : c’est pourquoi 
nous avons pu nous dispenser d'y avoir égard. 

110. En général , en suivant la marche que nous ve- 
“ons d'indiquer , on déduirait de la seule équation du 
cercle toutes les propriétés que démontre la Géométrie 
élémentaire; et la raison en est , que ces propriétés sont 
des résultats de sa définition , dont l’équation proposée 
West que la traduction analytique. 

Réciproquement, en partant d'une des propriétés 
caractéristiques que nous avons démontrées, et repre- 
nant d’une manière inverse la marche que nous ayons 
 Suivie, on retomberait sur l’équation du cercle, si cette 
propriété ne convenait qu'à lui seul ; auquel cas, elle 
serait équivalente à sa définition. Cela arriverait, par 
exemple, si lon demandait que ordonnée fût moyenne 
proportionnelle entre les deux segmens, ou que les 
droites menéesdes deux extrémités de la ligne BB’, fig.38, 
$e coupassent à angles droits sur la courbe; mais on ne 
reviendrait pas jusqu’au cercle, si l’on choisissait quel- 
que autre propriété qui convint en même temps à 
d'autres lignés. Par exemple, il ne suflirait pas de de- 
Mander que la courbe fût symétrique au-dessus et 
au-dessous de laxe des x, ou qu’elle passät par les 
quatre points B, B', D, D’; parce que, bien que ce 
soient là des propriétés du cercle, il peut y avoir, et il 
ÿ «en effet d’autres courbes qui en jouissent également. 

111. La forme que nous venons d'examiner n’est pas 
la séule sous laquelle se présente l’équation du cercle; 
elle change avec la position de l’origine des coordonnées. 
Si, par exemple, au lieu, de compter.les abscisses du 

'R 
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point À, nous voulions les compter de Pextrémité B° 
du diamètre BB’, et toujours dans le même sens, alors, 
pour un point quelconque M, dont l’ancienne abscisse 
serait AP, la nouvelle serait BP; et, en nommant x 
ces dernières, on aurait 


x—=x —R. 
Substituant cette valeur de x dans l'équation 
Y° + x? — Re, 
y + x? — 2 Rx — 0. 


Dans cette équation, x’ — 0 donne y = 0, parce que 
l'origine des coordonnées est un point de la courbe. En 
suivant la marche des valeurs qui en résultent pour les 
coordonnées des autres points , on reconnaïtrait pa- 
reillement qu’elle représente une circonférence de 
cercle, et l’on en verrait naître les diverses propriétés. 

Ainsi, V/x°+y exprimant la distance MB’ d’un 
point de la courbe à la nouvelle origine B', et le carré de 
cette distance étant, d’après l’équation même, égal au 
produit du diamètre 2R par Pabscisse x’ ou B'P, on re- 
connaît cette propriété de la corde, d’être moyenne 
proportionnelle entre le diamètre et Labels corres- 
pondante. 

La forme sous laquelle nous venons de mettre l’équa- 
tion du cercle, est celle sous laquelle on la déduirait 
de l’équation générale dans laquelle nous ayons em- 
brassé toutes les sections du cône, page 171; car, dans 
cette équation, origine des coordonnées est pareille- 
ment placée sur un des sommets de la courbe. En effet, 
pour que l'intersection soit un cercle , il faut rendre le 
plan coupant perpendiculaire à lire du cône, ce qui 
exige que l’on fasse 490$, Où & — 90°— # dans 
re dont il s’agit; ainsi particularisée, elle devient 


elle deviendra 


fa à L4 " . 
Y°? 608? v + x? cos® v — ax’ sin 2 y cos # — 0. 


2 
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Comme sin 2, est égal à 2 sin cos v , tous les térmes 
sont divisibles par cos »;, effectuant ABLE cette réduc- 
tion , il reste 
+ x? — oax sin —0O; 
équation identiquement la même que celle à laquelle nous 


venons d'arriver tout à l’heure; car, d’après la fig. 34, 
a étant la distance CB ps Rae sur 1 arète extrême du 


. cône, laquelle forme lé v avec son axe , le produit 


* a sin représente évidemment le rayon OA de la sec- 


tion circulaire que nous avons désignée depuis par R. 
112. L’équation d’une circonférence de cercle doit 


| toujours exprimer que la distance des points de la 


courbe à un point donné est constante; elle doit tou- 


jours se rapporter à la formule que nous avons.donnée 


{n° 59); pour exprimer la distance de deux points. Si 
donc x", y’, représentent les coordonnées du centre de 


la circonférence , R son rayon , et x, y, les coordonnées 


dun rares de ses points , on aura toujours 


(G— x) + (y y) = Re. 

Telle est par conséquent léquation la plus générale 
de la circonférence du cercle rapportée à des axes rec- 
tangulaires. L'origine des coordonnées ne se trouve plus 
placée ici, comme dans Îles exemples précédens , au 
centre même du cercle, ou sur un point de sa circonfé- 
rence, mais en un point quelconque de son plan. 

En faisant y —0, pour avoir le point où la courbe 
coupe l'axe des x, on trouve 


xx +R — ÿ"; 
LL À L2 LL A 
et en faisant à — o pour avoir les points où elle coupe 
l'axe des y, on trouve 


y=y EVR— x 





La première de ces expressions devient imaginaire 
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quand y’ est plus grand que R, et la seconde, quand x” 
est plus grand que R. En effet, si les distances x", y, 
du centre du cercle aux axes des coordonnées surpassent 
le rayon de ce même cercle, il ne rencontre point ces 
axes; et, selon le signe propre des coordonnées x", y, 
de son centre, il se trouve placé, par rapport à eux; 
comme il l’est dans une des figures 39, 40, 41, 42. 

113. En général, les diverses positions dans lesquelles 
une courbe peut être placée relativement à Porigine des 
coordonnées, font paraître son équation sous diverses 
formes ; qui peuvent toujours se réduire les unes aux 
autres, puisqu'elles ne sont jamais que lPexpression 
analytique de sa définition. Celle que nous venons de 
donner ici à équation du cercle, est non-seulement la 
plus générale, mais c’est encore la plus commode à 
employer, parce qu’elle fait immédiatement recon- 
naître les élémens nécessaires à la construction effec- 
tive du cercle; savoir, les coordonnées de son centre 
et son rayon. Aussi, lorsqu'on veut voir si une équation 
du second degré se rapporte à un cercle, et à quel 
cercle elle se rapporte, il n’y a rien de mieux à faire 
que d’y completter les carrés des termes qui contiennent 
les variables, et de voir si, par cette modification, on 
peut la ramener à la forme précédente. Par exemple; 
si l’on supposait l’équation 

Ay° + By +Arx +Czr =D, 
on commencerait par diviser les deux membres par A, 
et, en complétant les carrés des! termes variables, on 
verrait qu’elle peut se mettre sous la forme 
Pine L C \°__B°+C+4AD 
G Lu 5) Fe ( sut VS Das 72 QUIL 
Alors, on en conclurait qu’elle représente un cercle 


B>+ C°+ 4AD 
ayant pour rayon / mL Ar à , et dont le centre 


{A 
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_— 


; , : CG 
est placé en un point qui a pour abscisse — 37? pour 


; B DT ME ER 
ordonnée — T° Ce cercle se trouve donc ainsi défini 
2 


par les valeurs numériques de ses élémens, puisque les 
coefficiens À , B,C sont supposés des nombres connus; 
et l’on pourra immédiatement le construire en appli- 
quant à ces coefliciens ainsi qu'aux nombres inconnus 
_æ, y, les principes d’homogénéité établis dans le n° 6. 

Ici , les deux coefficiens de y? et de x* étaient égaux : 
supposons maintenant qu’ils soient inégaux , et que Pon 
ait, par exemple, 

Ay° + By + A'x x L Cx = 


alors , en considérant à part les termes en y qui peuvent 
se mettre sous la forme A (s°+ x 5 , On verra aisé- 


ment qu’ils se changeront en un carré, si lon ajoute 
2 


entre les parenthèses — ; les termes en x, considérés 


4 A2 ? 
de même, deviendront d’abord A’ (x 4 S 7 , et se 


changeront en un carré, si Fon ajoute 1 les paren- 
h 2 


thèses ZA Alors, par compensation , il faudrait ajou- 
B° à 
ter au second membre les termes A. AA: QU 7? et 
C? C2? 
A'.—, ou PT de sorte que l'équation ainsi trans- 


formée, deviendra 
B 2 , C \s B? C2 

DO) A (Er) Eur 
Or, soit qu’on divise les deux membres par A, A’ ou 
par toute autre constante quelconque, on ne pourra 
jamais réduire le premier membre à exprimer que le 
carré de la distance de deux certains points, est con- 
slante, puisqu'il faudrait, pour cela, que les carrés 
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des termes en y et en x eussent un même coeflicient 
qui pût être enlevé par la division. L’équation proposée. 
ne peut donc pas représenter une circonférence de 
cercle; et , en effet, on verra plus tard qu’elle appartient 
à une ellipse, si les coefliciens À et A’ sont de même 
signe; à une hyperbole, s'ils sont de signe différens; 
enfin, à une parabole, si l’un d’eux devient égal à zéro. 

114. Reprenons maintenant l’équation la plus simple 

du cercle, 
x? on n7S —— Re 
et cherchons à former léquation d’une droite qui lui 
soittangente. Pour cela,nommons x”, y”, les coordonnées 
du point de tangence : on aura entre elles la relation 
x/2 + y"° — R?. 
La tangente étant une ligne droite et passant Par, 
point, son équation sera de cette forme, 
x ÿ—y"=a(x— T2). 
Il ne reste plus qu’à déterminer a. 

Pour cela, nous considérerons la tangente comme 
une sécante dont les deux points d’intersection avec la 
courbe se réunissent en un seul, et nous emploierons 
cette propriété pour la définir. 

Cherchons donc généralement les coordonnées d’in- 
tersection d’une sécante quelconque avec la circonfé- 
rence : ces coordonnées doivent satisfaire simultanément 
pour x, y, aux trois équations précédentes; car les points 
auxquels elles appartiennent se trouvent en même 
temps sur la circonférence et sur la droite. I] faut donc. 
combiner ces. équations ensemble , pour en tirer les 
valeurs des coordonnées par Pélimination. Or, en re- 
tranchant la seconde de la première, il vient 


ÿ? — y"? CLR x"2 — 0, 
ou (y+7") (y — v') + (x + x") (x — x") — 0. 
Mettant pour y sa valeur y” ++ & (x — x"), tirée de 
l'équation de la droite, on a 





| 
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{2ay' Hair 2) Ha + x} (ù— x) = 0! 
Cette équation donnera généralement deux valeurs 
der, parce qu'il y a généralement deux points qui 
peuvent être communs à la droite et au cercle : une de 
ses racines est 
x= x" ; 
valeur qui, étant substituée dans léquation de la 
; i 
draite, donne 
== "., 
di) 
? 4 ® z EC -d , 
parce qu’en effet le point, dont Îles coordonnées sont 


1! 


et y’, est déjà commun à la droite et au cercle : 


Pautre facteur étant égalé séparément à zéro, donnera 


nai nañ£o 0") Hart at 0. 

Cette équation fera connaître l’autre valeur de x, 
c’est-à-dire lPabscisse du second point d’intersection; 
mais il faudra, pour cela, que & soit donné, c’est-à- 
dire, que la direction de la sécante soit connue ; et l’on 
sent en effet que ces deux quantités sont Biens 
Pune de Pautre. | 

Dans la recherche qui nous occupe, nous ne con- 
naïssons pas la direction de fa tangente, mais nous sa- 
vons qu’elle doit être telle , que les deux points d’inter- 


‘section: se réunissent en un seul : en sorte que, si lon 


connaissait la valeur de & qui lui est propre, et qu'on 
la substituât dans l’équation précédente; la seconde 
valeur de x, que cette équation détermine ; serait cer- 
tainement x”, LV la première. Par.conséquent , si 
nous mettons x” au lieu de x dans l'équation précé- 
dente, la valeur de «& , qui en résultera , sera nécessaire- 
ment celle qui convient. à la tangente. ‘Cette substitu- 
tien fait disparaitre le terme multiplié par a*; Péquation 
se réduit ainsi au premier degré, et devient 


2y" ce + QS 


ÿ æ 
SU OU: LUE re 
4 
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Cette manière de déterminer &, en éltdant la résolu- 
tion de l'équation qui contient a*, pourrait donner 
lieu, en apparence, à quelque difficulté; car si lon 
résolvait directement cette équation qui est du second 
degré , en désignant par & et a” ses deux racines , on 
trouverait 


2 = EVE EETE=E), 
— x 


pe D. ca 
De PER 
per x — xt 


Si, dans ces expressions ,on suppose x —x” pour les 
approprier particulièrement à la tangente, le numéra- 
teur et le dénominateur de a’ deviennent nuls en même 


| O ; ; 
temps ; ce qui donne a — c- Mais, dans «”, le dénomi- 


nateur seul devient nul; le numérateur se réduit à 
4 


. LA 2 | 
— 2ÿ"; et il en résulte a” — — 29 ; valeurs qui ne 
O 


semblent pas s’accorder avec ce que nous ayons!trouvé 
par la première méthode. 

Pour résoudre cette petite difficulté, occupons-nous 
d'abord de a’. Si nous multiplions le numérateur et 
le dénominateur de la fraction qui exprime, par le 
facteur "+ y #—(x+x)(x— x"), cette multi- 
plication ne changera rien à sa valeur; or, par ce 
moyen, on trouve 


(4 Msn RE 
{r—x"} {Y +Vy = (x+x) (œ—x")}? 
ou en réduisant 
rs — (rx + x) (x — x 
GE GE Cor) 
Cette opératiou a donc fait disparaître les LA du nu- 
mérateur; de plus, les deux termes sont devenus divi- 





| 
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sibles par x — x"; effectuant cette division qui sun- 
 plifie &, il reste 
ee SE —- Le gi 


HV = +) G—x) 


. . 127 RU se 
Si maintenant, dans cette expression, on fait x—x", les 





O, DES 
deux termes de la fraction ne deviennent plus =? \Wais 


e \ r nd 4 y 
ils se réduisent à — 2x” et 2y"; de sorte que lon a 


Cest précisément Ja valeur que nous avions trouvée 
par notre première méthode. 
On voit , par cette analyse, que, si la valeur de a’ s’est 


baba O 
d’abord présentée sous la forme am c'est parce que le 


numérateur et le dénominateur de la fraction qui l’ex- 
prime, contenaient implicitement le facteur x —2", 
qui sévanouit quand x = x”. Mais, là transforma- 
tion que nous avons fait subir à cette fraction, ayant 
mis le facteur x — x" en évidence, nous avons pu Pen 
dégager ; après quoi les deux termes de la fraction ne 
se sont plus évanouis. L'analyse offre souvent des exeni- 
ples de quantités qui se présentent ainsi sous la forme 


FSises 
Ge =; mais c’est toujours par Peffet d’une combinaison 


anglÿtiqué pareille à celle que nous venons de déve- 
lopper. Et alors, comme dans le cas actuel , on ne peut 
obtenir la véritable valeur de ces quantités, qu'après en 
avoir dégagé les facteurs communs, qui leur font prendre 
cette forme en s’évanouissant. 

:Examinons maintenant la seconde valeur de a, qué 
noué" ions désignée par a". Celle-ci se réduisant à 


2 





quand x = x", il s'ensuit qu'alors — est nul Or, 


«œ 


< 
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1 s 
Tr est la cotangente de Pangle dont &” est la tangente 


trigonométrique. Cet angle ayant sa cotangente nulle, 
est denc égal à go°, et par conséquent la,seconde valeur 
de &” appartient à une ligne droite perpendiculaire à 
Vaxe des x. 

Ce résultat, quoique étranger à celui que nous nous 
élions proposé d’obtenir ,est cependant une conséquence 
des conditions analytiques que nous avons établies. En 
effet, nous avons écrit d’abord que la sécante était une 
ligne droite menée par le point de la courbe dont les 
coordonnées sont x”, y”. Et comme nous avons trouvé 
que cette sécante avait encore avec la courbe un autre 
point d’intersection, nous avons voulu que ce second 
point coincidât avec le premier. Mais nous n’avons écris 
cette coincidence que pour les abscisses; car nous avons 
dit que labscisse de ce second point ‘était aussi égal 
à x”, sans,rien prononcer sur son ordonnée , qui n’en- 
trait point dans notre équation. La résolution générale 
de celle-ci devait done, outre la tangente , nous donner 
aussi une ligne droite perpendiculaire à l'axe des x, 
puisque cette droite satisfait évidemment aux conditions 
imposées, de passer par le point donné de la courbe dont 
labscisse est x”, et de la couper encore. dans un autre 
point dont l’abscisse est encore cette même valeur. 

Dans la première méthode, où nous évitions la résolu- 
tion de léquation du second degré, nous faisions tiéper 
raîitre le terme a (x— x"), en Fées. a+ x” nul. 
Nous exprimions par là que la droite ou les.droites que 
nous. voulions obtenir étaient celles, qui satisfaisaient 
aux conditions d’intersection exigées ,..et, pour. les- 
quelles en outre la valeur de «& n’était point. infinie. 
Cette limitation restreignait l’équation aux seules ya- 
leurs de a, qui pouvaient donner des tangentes à la 
courbe. Et le résultat n'ayant donné qu'une valeur 
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unique , il s'ensuit que, pour chaque point donné de 
la circonférence d'un cercle , la tangente est unique 
aussi. On voit, par cette discussion, que la première 
méthode était aussi exacte que l'autre; mais elle était 
en même temps plus élégante et plus directe. 


115. La valeur de a étant déterminée, il ne reste 


plus qu'à la substituer dans l'équation de la tangenté, ; 
: | qui devient 





n 
| 


(4 


" 4! 
notes (ju) 
DR “ (x ) 





En la réduisant , et observant que les coordonnées 
x", y”, appartiennent à un point de la circonférence 
| du cercle , on peut lui donner cette forme très simple, 


y" + xx" —R?. 


La valeur que nous venons de trouver pour a étant 
unique , il s'ensuit qu’il n’y a, pour chaque point de la 
. courbe , qu’une seule droite qui jouisse de la propriété 
par laquelle nous avons défini la tangente : on peut 
d’ailleurs s'assurer à posteriori, que cette définition est 
exacte: car la droite qui en résulte est tout entière hors 
du cercle , excepté dans le seul point qu’elle a de com- 
un avec lui. 
Cela se voit très simplement au moyen des équations 


dont Pune appartient à la tangente, et dont l’autre si- 
gnifie que le point de tangence est sur la circonférence 
‘2 cercle. Si l’on double la première de ces équations, 
et qu'on la retranche de la seconde, il vient 


V—2yÿ + x —oxx' = — R?. 
En ajoutant æ° + y* à chacun des deux membres, le 
résultat pourra se mettre sous la forme 


(y —y"Y . (x — x")* — x? + y — R°. 
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Le premier membre de cetie équation nous donne ainsi 
la valeur de x? + y° — R? pour tous les points qui sont 
situés sur la tangente. Or, puisque cette valeur est la 
somme de deux carrés, elle est toujours positive, 
excepté lorsque ces carrés sont nuls; ce qui donne 
æ—=x" et y— y". Par conséquent, tous ces points, 
excepté celui de tangence, sont hors de la circonférence 
du cercle; car, dans l’intérieur de cette circonférence, 
on à t°+ y—R*<C 0; sur la circonférence même, 
x? + y —R— 0; et'au dehors, x°+y"—R° > 0. 

116. Une ligne droïîte menée par le point de tan- 
gence perpendiculairement à la tangente, se nomme 
une normale. Si nous supposons pour son équation 

y—ÿ = (xx), 

la condition d’être perpendiculaire à la tangente don- 


nera 
aa'+1—=0, ou =. 
+ 
Ainsi, l'équation de la normale est pour le cercle, 
7 —3" = (x); | 
ou en réduisant, 
x” — "x = 0. 

Cette ligne passe donc par l’origine des coordonnées, 
qui est ici le centre du cercle; "d'où l’on voit naître 
cette propriété connue dans les élémens de Géométrie, 
que la tangente à la circonférence est perpendiculaire 
à l'extrémité du rayon qui passe par le point de tan- 
gence. 

117. Nous avons supposé jusqu'ici le point de tan- 
gence donné sur la circonférence; regardons-le maïn- 
tenant comme inconnu, et proposons-nous de le déter- 
miner de manière que la tangente ‘passe par un-point 
donné hors du cercle. Soient x', y‘, es coordonnéesde 
ce point; puisqu'il doit être sur la tangente, il doit sa- 
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tisfaire à l'équation de cette ligne ; ce qui exige qu’on ait 


y" +xx"=R; (1) 

on a, de plus, 
à a ef AE LA (2) 
Ces deux équations serviront à déterminer les coordon- 
nées +’, y’, du point de tangence en fonction de R, 
et des coordonnées x", y’, du point donné. En substi- 


_ tuant ces valeurs dans l'équation de la tangente et dans 


celle de la normale, elles seront entièrement détermi- 
nées, et satisferont aux conditions demandées. 

Les équations précédentes étant du second degré, 
donneront pour x” et y” deux valeurs. Il en résultera 
par conséquent deux points de tangence, et l’on pourra 
mener au cercle deux tangentes qui passeront par le 
point donné. 

118. Mais, au lieu d'effectuer directement cette éli- 


 mination, et de calculer les valeurs de x” et de y” par 


l'extraction des racines carrées, il sera plus élégant et 
plus simple de chercher à déduire des équations pro- 
posées d’autres équations équivalentes , mais faciles à 
représenter par la Géométrie, et dont la construction 
donne immédiatement les valeurs cherchées. En effet, 
c’est un principe d’Algèbre, que lon peut substituer 
au système de deux équations deux autres équations 
qui s’en déduisent. 

Or, si l’on retranche la première équation de la se- 
conde , on trouve 


ÿ— y y" + x" — xx" = 0; 


résultat qui peut être mis sous la forme 
AN V2 fa a 
key T7 \ =? Je. 
G 2 ) 7 ( 2 ) & 


En le comparant avec l'équation la plus générale du 
cercle trouvée dans l'article 112, on voit que le point 
de tangenee qui a pour coordonnées x”, y”, se trouve 
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sur une circonférence de cercle dont les coordonnées du 


x! 4 x’: +y* 
centre sont —, =, et dont le rayon est i/ —-—. 
Sos 





Cette circonférence a donc pour diamètre la distance 


du point donné au centre du cercle, ouf/x2+ y". 
Or, le point de tangence doit se trouver sur la cir- 
conférence du cercle donné, et dont léquation est 


y + x" —=R?. 


Il se trouvera donc en même temps sur ces deux 
circonférences, et sera conséquemment donné par leur 
imtersection; ce qui est en effet la construction que lon 
indique dans les élémens de Géométrie. De plus, les va- 
leurs de x” et de y” seront doubles, puisque, d’après 
leurs positions, ces circonférences se couperont en 
deux points; et ainsi, il y aura généralement deux 
points de tangence. e 

Cette construction indique même les cas où le pro- 
blème devient impossible : ce sont ceux où le point 
d’où l’on propose de mener la tangente, serait intérieur 
à la circonférence du premier cercle, car alors les deux 
circonférences seraient intérieures l’une à lautre, et 
par conséquent ne se couperaient pas. 

Cette circonstance est également indiquée par lana- 
lyse; car , si l’on élimine x" entre les deux équations 


(:) y! +r = R, 1  YÉETEERN, (2) 
on trouve, pour déterminer y”, Péquation 
y"? (x'° + y 2) — 2P° y" — —R°(x°—R),. 
qui, étant résolue par rapport à y”, donne, après les 
réductions, 
L R°y LEE + y — R). 
= CETTE (+ y) A LE 


ou, en faisant sortir les facteurs carrés de dessous le 
radical, 
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R°y Rs rm 
= ———"— + LELELYETSE — R: 
y x'? + y" x’? 4 #'"? ji ? 

æt cette ME étant substituée dans la première équa- 
tion, entre x” ét Jr. , il en résulte 


D ame R°x 
FN CRE ris 


La quantité qui reste sous le signe radical sera réelle, 
nulle ou imaginaire, selon que lonaurax"?+y"?— R?>0, 
a+ y Ro, x°+ y? —R< o.Dansle premier 
cas , il y aura deux points de tangence réels; dans le 
second, il n’y en aura qu’un seul, dont les coordonnées 
seront y’.et x’; dans le troisième, il n'yen aura point 
du tout. Aussi , dans le premier cas, le point donné est 
extérieur 2x cercle proposé; dans le second, il est 





V2 + y Re. 


- situé sur sa circonférence; dans le troisième, il lui est 


intérieur. 

119. Si l’on eût ajonté les équations en y” et x” au 
lieu de les retrancher l’une de lautre, on aurait encore 
trouvé pour le lieu du point de tangence l’équation d’un 
cercle; mais ce cercle aurait eu son centre placé au 
point dont les coordonnées sont — 1x", — y", et son 

x’? 
rayon eût été V/ 28 + ce Ce rayon eût donc 
été beaucoup moins simple à construire que celui de 
notre premier cercle. Aïnsi, la combinaison qui a 
donné celui-ci , doit être évidemment préférée. 

120. Cherchons maintenant l’équation de la corde qui 
passe par les deux points de tangence. Si nous Ur 
tons les coordonnées de ces points DAT PSY 
la droite dont il s’agit devant les contenir, aura pour 
équation 
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Or, les coordonnées x", x”, et ÿ", y”, ont pour valeurs 
les expressions que nous venons de trouver dans len° 118, 
en appliquant le signe supérieur des radicaux à un des 
points de tangence, par exemple, à M”, et le signe infé- 
rieur à l’autre, par exemple, à M”. Donc, lorsqu'on 
formera leurs différences , le terme commun aux dèux 
racines disparaîtra, et lon aura 








2R1" — ———— 
." 10, 2, 12 ‘2 2 p 
= Rx LR 
J—y ER 7 +y ) 
2Ry" ———— 
L L an 
X —X% re DTA rm 
de là on tire 
Ca # 
14 = 4 24 
TH TT 
9 NN 9 69 n4 


et, en substituant cette valeur dans léquation de la 
eorde menée par les deux points, elle devient 


# ci 1} 
Y—Y ser (ant ); 


ou, en faisant disparaitre le dénominateur du seeond 
membre 
SY + zx = yy" + x'x". 
Mais le point dont les coordonnées sont y”, &”, étant un 
point de tangence, ses coordonnées satisfont à l’équa- 
tion (1), page 192. D’après cette équation, y'y"+ x'x° 
est égal à R*; ainsi, l’on a, pour l'équation de la corde, 
yÿ +zx =R; 

c’est-à-dire qu’elle est la même que celle de la tangente, 
en remplaçant dans celle-ci x” par x, et y” par y. 

On aurait pu découvrir cette relation directement, 
et sans recourir aux valeurs effectives des coordonnées 
des points de tangence. Pour cela, représentons généra- 
lement l'équation de la corde par 


y=ar+8, 
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æ el 8 élant des constantes indéterminées; si on la com- 
bine avec l'équation du cercle 


H dés 2 
ay" —=R?, 


. elle devra donner , pour racines, les coordonnées des 
deux points de tangence qui lui sont communs avec le 
cercle; ainsi, les valeurs de ces coordonnées, désignées 
ici généralement par x, y, devront être les mêmes que 
celles des x", y", données par Îes équations (1) et (2). 
Or, dans Pun et l'autre système, Péquation du cercle 
est de même forme. Donc, pour que les résultats de 
lélimination s'accordent dans ces deux syslèmes , il 
faudra que l'équation de la droite soit aussi de même 
forme, en changeant les 2” en x, et les }" eny; d'après 

_cela, cette équation devra donc être 

Yyÿ +zx = R?, 
comme le calcul effectif nous l'avait donné. 

On aurait pu encore parvenir à cette conclusion 
d’une manière plus analytique et plus directe ; en effet, 
puisque les équations 

ya = Re Qi) 
2e +y" =, (2) 
étant combinées par l'élimination , doivent donner 


pour 
x" et y les coordonnées des deux points 


detangence , il 
n'y a qu'à construire le lieu géométrique qui représente 
chacune d'elles, en y considérant x” » Y', comme ya- 
riables, et les points cherchés seront déterminés par 
l'intersection de ces deux lieux. Or, en les considérant 
ainsi, la seconde représente le cercle même sur lequel 
en eflet les deux points de tangence se trouvent tou- 
jours; et la première représente une ligne droite dans 
laquelle x” et y” sont les coordonnées d’un point quel- 
c<onque. Cette droite est donc la corde même » Supposée 
prolongée indéfiniment. P 


es 
1534, 
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Soient & et b les coordonnées d’un point quelconqué 
situé sur cette corde : les valeurs de a et de b devront 
satisfaire à l'équation qui la représente, c’est-à-dire 


qu'on aura 
by + ax —Re, (3) 

Maintenant, concevons que l’on fasse varier la posi- 
tion du point M” auquel les coordonnées x',y', appar- 
tiennent; et, à partir duquel les deux tangentes sont 
menées. Il en résultera deux autres tangentes , deux 
autres points de tangence, ct une autre corde diffé- 
rente de la précédente. Mais, parmi toutes les positions 
nouvelles que lon peut ainsi donner au point M’, il.en 
est une infinité qui sont telles, que la corde menée par 
les points de tangence passera encore par le même 
point dont les coordonnées sont a et D ; ét ces positions 
sont toutes celles dont les coordonnées satisfont pour 
y’, x’,et à l'équation (3).Or, en regardant y'etx" comme 
variables, et & et à comme constantes, cette équation . 


représente une ligne droite qui rencontre Paxe des x à 
2 


une distance de lorigine égale à ro et laxe des y à 


$ 2 
une distance de l’origine égale à — ; de sorte que 
3 


Von peut aisément la construire quand & et à sont 
connues. Donc, si de tous les points de cette droite on 
mène deux tangentes au cercle, et que, pour chaque 
couple pareil, on trace la corde qui passe par les deux 
points de tangence , toutes ces cordes se couperont au 
point dont les coordonnées sont a et . 

121.Si, par ce point d’intersection, et par lecentre 
du cercle, on conçoit une ligne déoités l'équation de 


celle-ci sera 


b 
re 5 #4 
«a 


Or, dans l'équation (3), mise sous la même forme, le 


. 


| 
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coéflicient de x’ est — £ c’est-à-dire qu'il est l’in- 
-verse du précédent ; avec un signe contraire; d’après ce 
caractère ; les deux droites que ces équations repré- 
sentent, sont perpéendiculaires lune à Pautre. 

De là. résulte une construction bien simple pour 
trouver la droite, qui contient les sommets des couples 
de tangentes, quand. on connait le point de concours 
des cordes , et réciproquement. En effet, soit O ce point 
(fig. 43). S'ilest donné, tirez du centre du cercle le 
rayon CO; que vous prolongerez indéfiniment. Par le 
point O , menez une corde perpendiculaire à ce rayon, 
et par les deux points M", M”, où elle coupe le cercle, 
Menez deux tangentes qui iront couper en un point 
quelconque M, le prolongement du rayon CO. Ce point 
M°appartiendra évidemment à la droite cherchée LE; 
alors il ne restera plus qu’à mener cette droite perpen- 
diculairement à CO. On voit même qu’il suffit de mener 
une seule des deux tangentes pour déterminer M’, 
puisque ce point doit se trouver sur le prolongement 
de CO. 

Réciproquement, si la droite LE est donnée, me- 
nez-lui la perpendiculaire CM”, à partir du centre. Puis, 
du point M, menez au cercle une tangente M'M”, et 
par le point M”, menez la corde MM”, perpendiculaire 
à CM”. Le point O, où elle coupera la droite CM, sera 


Je point d’intersection des cordes, pour les couples de 


tangentes menées de la droite LL. 

Comme des propriétés analogues se retrouvent dans 
ioutes les lignes du second ordre, on a employé des 
dénominations abrégées pour les exprimer. Le point O 
où les cordes concourent, s'appelle le pôle de la 
droite LL, d’où les tangentes sont menées; et récipro- 
quement, cette droite se nomme la ligne polaire du 
point O. Mais quand on emploie ces dénominations , il 
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faut bien prendre garde de ne pas Îles confondre avce 
celles que Pon emploie pour les coordonnées angulaires. 

122, Nous venons de voir qu’en rapportant la-cir- 
conférence du cercle à des coordonnées ‘réctängülaires 
comptées de son centre, son équation ne renferme que 
les carrés des variables yet x, et'est de la forme 

| y° + x? — R°: 

On peut se demander sil existe d’autres. systèmes 
daxes rectangulaires ou obliques, par rapport auxquels 
celte équalion ait encore la forme précédentes 

Pour nous enassurer, transformons les coordonnées 
x et y, sans changer leur origine, et substituons-leur 
d’autres coordonnées x’, y’, dirigées d’une ‘manière 
quelconque, en sorte que les angles des nouveaux axes 
avec lPaxe des x soient «& et 4’; on aura généralement 


( n° 96) 


& = 4005 « L y' cos &, ‘y —=x sim — y" sin «’. 


Crea 


En mettant ces valeurs de x et de y dans l’équation pré- 
cédente de la circonférence du cercle , elle devient 
J'(cos'e"+ sine) Æ ox y'cos (a — &)+ x (cos + sin) —R 
ou, en réduisant, fr çsii 
y? + ox y cos (a — x) 213 L'on 1 nb l 
La forme de cette équation diffère de celle de la pro- 
posée, parce qu’elle contient un terme en xy" : pour 
faire disparaître ce terme, il faut prendre les angles 
æ et#, de manière que son coeflicient soit nul; ce qui 
exige qu'on ait 
ue , 
cos (&° — x) — 0; 
d'où lon tire 
& —æH90, où «= 4 + 2700. 
Ces deux valeurs de # nous indiquent également que 
les deux axes des x’ et des y’ doivent être perpendicu- 
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laires l’un à l'autre; et ainsi ,il n’y a pas d'autre moyen 
pour que la condition proposée soit remplie. 

125. Dans les courbes du second ordre, on appelle 
diamètres conjugués les systèmes d’axes qui ont la 
propriété de ramener les équations à ne contenir que 
les carrés desyariables.Nous verrons bientôt que, dans 
Pellipse et dans l’hyperbole., il existe de semblables 
systèmes, dans lesquels les axes sont ‘inclinés les uns 
aux autres sous des angles obliques; mais on voit, par 
ce.qui ‘précède, que les diamètres conjugués dans’ le 
cercle ; sont toujours à.angle droit. 


19 Sur ir polaire ‘du Cercle: 


124. Nous avons vu , page 162 , qu'au lieu de rapporter 
les eourbes à des coordonnées rectilignes, on pouvait les 
rappôrter à des coordonnées Dolairés. Pour faire lap- 


plication de cette méthode au cercle, reprenons l’é- 
quation het dE ls à 
+2 pe —— fé. | | 
qui suppose le centre du cercle placé à l’origine des 
coordonnées x, y, fig. 44. Maintenant , plaçonsle pôledes 
nouvelles é6ordonnées en un point quelconque O , dont 
CP et CO, ou & et b, soient les coordonnées Te: 
puis, ayant mené par ce point une ligne OX", qui forme 
avec l’axe primitif des x un angle #, prenons pour coor- 
données angulaire le rayon vecteur OM ou r, et angle 
MOX' ou », qu'il forme avec la ligne OX"; nous au- 
rons; d'après l’article 100. 


sp al r cos (+ æ),  y—b+rsin(v +). 


Ces valeurs étant substituées dans l’équation du cercle, 
elle devient, d’après les réductions faites, 


it 2 la cos(#+æ) Lbsin (a) trad b— Re, 
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où ; en développant les sinus et cosinus ; 


re, 2 (a cos « Æ D sin «) cos f, r + a? “ br —R— (ep 


+ 2 (bcosæ — a sin &)sin » 


les coefliciens de cos # et de‘sin# peuvent aïsément 
s'interpréter et sé construire. Pourcela ; par l’origme C 
des coordonnées a-et b,:menez unel droite Cx’ paral- 
lèle à la droite OX!,et formant comme elle un angle 
avec OX. Alors si ,. du pôle O, on ‘abaisse OP” perpen- 
diculaire sur cette ligne, les longueurs CP'et P'O pour- 
ront être considérées eommnelun nouveau système de 
coordonnées rectangulaires du point O; ainsi, en les 
nommant x” et y’;.1l y aura-entre elles'ét lessañciennes 
coordonnées a et à les relations générales établies pour 
de pareils systèmes dans Particle 93, page.151.: Or.si, 

de ces relations, on: tire les valeurs des nouvelles coor- 
données x", y', ee quise fait aisément par SHmnaes ‘4 
on trouve, .en remplaçant x par « , et y par ,. lq 


{ FU LD 
a Satan de bsine,  y—bcosaæ— asin #; 


et, par suite, - | | RER REC er 
PAR ADR LÉ EU 1 920 ii À 
Ces quantités sont précisément celles qui entrent dans 
l'équation en, r;,en1 les y, substituant, il vient 


1° + 2x" cos » + y" sin #)r + d'y — HSE | 
c’est. l'équation polaire la plus générale du cercle ; dans 
laquelle. il wentre ainsi d’autres constantes que le 
rayon R,et les coordonnées relatives-:du centre et:du 
pôle, prises parallèlement et perpendiculairement à 
la ligne d’où Fon compte les angles #. Cette équation 
étant du second degré, il s'ensuit, que, pour. chaque 
valeur de l'angle  ; il y aura, généralément parlant, 


deux valeurs _ rayon vecteur r, lesquelles seront , par 
conséquent , situées sur la même direction; mais si, 
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comme nous l'avons supposé dans l’article 100, on con- 
vient de compter les angles: + depuis zéro jusqu'à la 
ciréonférence entière, il ne faudra considérer comme 
applicables à la courbe que les seules valeurs de r, qui 
seront positives; et exclure les négatives , comme in- 
diquant des points qui n'existent pas. 
A vec cette limitation, l'équation précédente caracté- 
_ riserd le-éercle, et feraconnaître ses propriétés tout 
aussi fidèlement que Mt en coordonnées recti- 
lignes. } À 
125.En effet, supposons d’abord que L point pris pour 
pôle; soit. un dés points mêmes de la circonférence; il 
y aura alors: entre les cobrdonnées x',:y'; la relation 


+1 


srL y — R—0. 


Ci é: ent s’évanouissant, l'équation. en r se, trouvera 
satisfaite quand on aurajr—0; c’estsà- -dire. qu une des 
deux valeurs durayon vecteur sera. toujoursm ulle, quelle 
que soit sadirection; résultat de toute évidence, puisque 
le pôle d’où les rayons partent, est sur la courbe. Sup- 
primant.ce facteur, il reste. 


r—=— 9 (x'icos » + y'sin#); 


où PER déduira une séconde valeur dé 7 poux chaque 
valeur de l'angle », c’est-à-dire pour CRE direction 


assignée au rayon Levaa 
à AR de rendre cette expression Rare facile © à inter- 


sur axe des x même, du côté des TRS neo 
«les, coordonnées SCHRÈTE de, ce point seront alors _ 
ip. sx "het Les seconde racine dé notre équa- 


tion polaire se FANS réduite à 


310 


r—=92kR cos #. 


Or, cette, valeur. de caractérise parfaitement la corde 
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AM du cerele , et ne convient qu'a elle seule; car; d'a 
bord , elle une des valeurs positives de r pour toutes 
les valeurs de”; dont le cosinus estpositif; c’est-à-dire 
pour toutes Enr qui sont comprises, entre 0°.et 90°, | 
ou entre 270°et 360°; ce qui dirige toujours le rayon 
vecteur r vers le côté de ’axe AX’oivle point Bse trouve; 
ainsi, toutrayon r mehé déce.côté dans 'une-direc- 
tion quelconque; soit au-dessus} soit au-dessous de 
Paxe AX7, donnera ‘un point réel-de, la:courbe. Mais, 
pour toutes les autres valeurs de # comprises sentre 
90°'et 270°, leurs cositiusétänt-négatifs, ellés dônneront 
des valeurs négatives de r;.et ;par conséquent, lacourhe 
n'aura aucun point réel: sur deur direction. Ainsi.,.en 
menant par le point À une droite AY” perpendiculaire 
à Paxe AX’, la courbe sera située tout entière du côté 
AB de cette dréile: jet ne s’étendra point'au-délä! Main: 
tenant, dans lès limites ‘où ellé éxiste, Pexpression de 
la corde AM est également fidèle. Car elle ‘signifie que 
cette corde est été au produit de 2R°6uù AB, par le 
côsinus de P af BAM; d'où Pon voit que ,'si lon joint 
le point M au point B, le triangle -AMB sera rectangle 
en M; ce qui est.en effèt une propriété caractéristique 
de la: FPT RE décrite sur AB; et, puisque celte 
propriété : résulte de l'expression. Ti dé: est évident .que 
lon en déduirait de même toutes les : autres, qui sont 
des conséquences nécessaires de celles-là. | 

126, AFDrRRQRS maintenant l'équation générale en 7, 


LAS 5e AND 


pie FE rs deux solutions : 


r—=—(x cos # RES ny) + RS jee FFC siny 
r——(x'cosv+y ‘sins) —VR—r— HS (res Fysnr 
Si le point B pris poRE pôle est iniénier au cercle 
{ fig. 46), R?— x? — y? est une quantité positive. 
Alors, la partié commune aux deux racines se trouve 


, 
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nécessairement moindre que la partie radicale. Ainsi, 
dans ce cas, la seconde valeur de x devient constam- 
ment négative, -et-doit être rejetée. Mais la première 
est toujours positive et réelle, puisque la: quantité af- 
fectée du ralical:est toute positive; et; par conséquent , 
elle donne toujours une valeur réelle der et un point 
réel. dela courbe pour toute valeur donnée de . C'est, 
en effet, ce qui est évident de soi-même, puisque le 
cercle est une courbe fermée, et sus le rôle O est Lie 
posé lui être intérieur. 
-.127% Dans ce cas, si lon Be successivement à # 
deux valeurs telles que s” et 180° + v', lesquelles répon- 
dront.à.deux rayons vecteurs OM, OM’; situés sur une 
même ligne droite des deux côtés dupôle pris pour 
origine , les valeurs correspondantes de r seront 


=—(x'c0s v' JR y'sin p') + VR— Li Yi t 4 x'coss/+ y'sin#)", 
SH cos#” + y'sin #') +VR= x TA cos p'-#y'sin #')*. 


En eftet, 
cos (180+#")—— cos #", et sin (1804) —— sins”. 


Maintenant, si lon multiplie ces valeurs de r’ et de r” 
June par Pautre, comme la seconde contient la somme de 
deux quantités dont la première est la différence, on voit 
que leur produit sera égal à la différence des carrés de 
ces quantités: Or, ‘il arrive que cette multiphcation 
fait disparaitre les termes affeutés de Vangle v';et'il 
reste 
crr'=R— xt y 

Le produit de deux rayons vecteurs OM, OM’, ainsi 
opposés sur une même ligne droite, est done indépen- 
dant de leur direction; et sa valeur est égale au produit 
deR +V/r°+ y® par R — rt y” , C'est-à-dire 
au produit des deux segmens OA’, OB, du diamètre 
mené par le point choisi pour pôle; ce qui est en effet 
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la propriété connue deS cordes qui se coupent dans l'in 
térieur d’une cireonférence de cercle. ( 
128. Supposons maintenant que le point O pris pour 
pôle soit.extérieur (fig: 47). Dans -celcas, la quantité 
R—x?— y" sera négative. Ainsi, lorsque la partie ra- 
dicale de r scraréelle, sa valeur sera moindre que celle de 
lapremière partie commune aux deux racines. Si donc! 
dans ceite supposition de réalité les valeurs de l'angle 
sont choisies de manièré à rendrela partiehors du radical 
positive, lune et l’autre valeur derdun°26se trouvera 
positive aussi Il v aura:donc alors deux valeurs réelles 
OM, OM, du rayon vecteur , et, par conséquent, deux 
pointsréels de la courbe pour chaque valeur-delPangle s; 
qui remplira ces (conditions; en outre; ces deux rayons 
ayant langle # commun, seront situés sur la même:di- 
rection rectiligne, et d’un même côté du point O choisi 
pour pôle. où dans ce cas, si lon multiplie les deux 
valeurs de FusE par l'autre en(les désignant pour 
abréger par 7 et r”, leur produit, exprimé parle der- 
nier terme de lPéquation en r,.sera 


Pre LR 


Comme il est indépendant de l'angle +, il sera constant 
pour toutes les séeantes possibles menées du même pôle: 
etainst, sa valeur sera égale au produit des rayons vec- 
teurs OA’, OB", menés dans la direction même du centre 
du cercle; résultat connu et. parfaitement conforme à 
celui que nous avions trouvé pour les points intérieurs. 
Parmi toutes les’ directions que lon peut donner à 
la sécante OMM, on peut choisir celle jour laquelleïles 
deux valeurs der sont égales.entre elles ;:alors leur pro- 
duit n’en demeure .pas. moins égal à à’? + y?— R?, 
Mais, par cette égalité, les points M, M, se réunissent en 
un seul, et la sécante se change dans la tangente OM", 
ou OM”, menée du point O. Ceci donne donc le théorème 


tes ondes st RO RE LE nid 
- 3 


mme ns 
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connu, que le produit d’une ‘sécante entire quel- 
conque, par sa partie extérieure, égale le carré de la 
tangente menée du même point. 

129. Nous venons de remarquer que toutes les valeurs 
de » nesont pas propres à rendre la partie radicale réelle. 
La limite de cette propriété s’obtiendra en cherchant 
la valeur de #, qui rendrait nulle la quantité soumise 
au radical; on Pobtiendra donc par la condition 


(x” cos # + y’ sin #) + R?— x? —y?—0; 
d’où Von tire ces deux valeurs, 
(1) x" cos # + y’ sin # —+ V/x* + y" — R?, 
(2) æz'cosv+y'sinr —=— Va y —R. 

. ? . , . . À 
Mais, de ces deux racines, la négative seule doit être 
employée; car c’est la seule qui, étant introduite dans 
les expressions générales du n° 126, donne pour r 
des valeurs positives. Cette substitution faite, les deux 


‘valeurs de r deviennent égales; et il reste 


r= + Var +ys— Re. 
Telle est donc la valeur du dernier rayon vecteur qui 
limite la courbe. En effet, on y reconnaît la longueur 
de la tangente OM" ou OM” menée du pôle O, dont les 


coordonnées CP”, PO, sont x”, y’. 


Mais , puisque lon peut ainsi mener du même point O 


deux tangentes au cercle , l’équation de condition trou- 


vée pour y doit indiquer deux valeurs de cet angle. C’est 
aussi ce qui arrive, comme on peut s’en assurer en 
chassant cos # par sa valeur en sin » et réciproquement; 
car l'équation résultante de cette substitution est du 
second degré. Mais on obtiendra des expressions plus 
faciles à interpréter , en remplaçant Îes constantes 


x", y’, coordonnées relatives du centre et du pôle, par 


leurs valeurs en. coordonnées angulaires, dont l’une 
sera la distance OC ou D’ du pôle au centre du cercle, 
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et l’autre sera l'angle X'OC' ou v ,formé par cette distance 
avec l'axe OX; pngle qu'il she compter encore 
dans le même sens que l'angle s. Alors, cet angle sur- 
passant 180° dans la fig. 47, où Leona z'et y”sont 
représentées comme MB de n on aura évidemment 


x—=—D'cosu, y——D'sinu; d’où x21y= D 
Mettant ces valeurs dans l’équation en #, que’ nous 


avons désignée par (2), et qui donne pour r une ya- 
leur positive , elle devient 





— D'(cosuces » + sinusinp) =—ÿ/ D? R?;: 
doù lon tire 
VD: —R: RE: 
cos (» — u) — D “> 
et par suite, 
R 


sin (pv —u) = + D 
Or, ici, la valeur positive de # — x, représente M'OC, 
pour Téduell angle M'OX" ou # surpasse COX’ ou &; et la 
valeur négative de s— u représente Pangle M"OC , pour 
lequel # est moindre que . Ces deux angles , d’après 
l'équation précédente, ayant un sinus égal, sont done 
égaux entre eux; et, de plus, la valeur de ces sinus étant 


CM" CM” 
he c’est-à-dire To % To? il s'ensuit que les deux 


À $ 


triangles COM”, COM”, seront rectangles ; l’un en M", 
autre en M”; ce qui est encore une propriété connue 
des deux tangentes menées au cercle, à partir dun 
même point extérieur. 

130. Maintenant, si l’on donne à s des valeurs positives 
ounégatives, tellesque (x° cos  +y'sin )" devienne moin- 
dre que la limite x°?+3"?— R?, le pôle O étant toujours 
extérieur au cercle, la quantité comprise sous le signe 
radical dans les expressions générales de r, evieitis 
imaginaire; ct, par conséquent, les deux valeurs de > du 
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w°126seront imaginaires elles-mêmes. Ceci répond au cas 
où l’on voudrait mener da pôle O à la courbe des rayons 

vecteurs qui neseraient pas compris dans l'angle M'OM" 
des deux tangentes; et il est tout simple qu’alors les 
Æxpressions de ces rayons deviennent impossible à à réa- 
liser. Maïs, malgré cette impossibilité, si lon forme le 
produit analytique des deux valeurs de 7, on trouve 
toujours qu’ilest réel et égal à x'*+ y? —R?. Cette pro- 
priété bien remarquable n’est pas particulière à Pexem- 
ple actuel; elle tient à ce que, dans toutes les équations 
qui ont un certain nombre de racines imaginaires, ces 


5 
racines se présentent toujours par couples de la forme 


À + Dr, et À — B Wir: de sorte que leur pro: 
duit A°— B° est toujours une quantité réelle. 

131. Dans la discussion précédente, lorsque nousavons 
voulu interpréter les divers résultats fournis par la ré- 
solution de Féquation générale en 7, nous les avons 
spécialement appliqués aux fig. 46 et 47, où le pôle O 
était représenté comme situé dans le quadrans des x’ 
et y” positifs; mais nous aurions pu également les appli- 
quer à toute autre position de ce pôle , en ayant, selon 
nos conventions générales, Patiention de compter les 
angles # et w dans le même sens, et de 0° à 360°; c'est 
ce dont les commençans pourront aisément s'assurer, 
‘en plaçant le point O dans d’autres quadrans, et re- 
commencant les calculs précédens pour cette nouvelle 
hypothèse. Cet exercice leur sera utile, en leur appre- 
nant à suivre les formules analytiques dans toute la 
généralité de leurs applications. 

132. Puisque l'équation polaire du cercle le caracté- 
rise, elle doit pouvoir, lorsqu’elle est donnée, faire re- 
trouver ses élémens géométriques, c’est-à-dire la posi- 

, tion de son centre et son rayon; c’est aussi ce qui a 
lieu en effet; car si l’on donne une équation du second 
| degré enr, qui appartienne à un cercle, cette équation 
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devra être réductüible à celle que nous avons plus haut 
obtenue; ainsi, sa forme la plus générale sera 


7H 2 {A cos # + Bsin »)r+C— 0; 
et, en la comparant à l'équation générale 
+ 9 (x° cos » LE y’ sin p)r Hat Æ y Rio, 
elle donne 
Ar, . By, GR CRIER 
Les deux premières égalités feront connaître les coor- 
données du centre relativement au pôle des coordon- 


nées angulaires, et ensuite, la troisième fera connaître 
le rayon du cercle , dont l’expression sera 


En jf R2 

R= CHAT PB. 
Seulement, il faudra se rappeler que, d’après les con- 
-ventions sur lesquelles nous avons établi nos construc- 
tions , les valeurs de x’ et de y” sont comptées du centre 
du cercle vers le point choisi pour pôle; en sorte qu'il 


faut changer leur signe si lon veut les construire à 
partir de ce dernier point. 
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133. En prenant, sur une des génératrices d’un 
cône droit à base circulaire , une distance arbitraire &, 
comptée du centre , et menant par son extrémité un plan 
coupant, incliné de l'angle à sur la génératrice ,: nous 
avons trouvé pour l'équation générale de l'intersection 

y°cos”# + x? sin £ sin (i+4- 29) — ax sin 2» sini—0. 
Lorsque l’angle z est compris entre 0° et 180° — 2», 
nous avons vu que le plan coupant rencontre seulement 
une des nappes de la surface conique, et donne généra- 


lement pour intersection une courbe fermée Césignée 
sous la dénomination ®ellipse, Nous allons discuter 
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eu particulier les propriétés de ce genre de courbe. 

134. Cherchons d’abord les points où elle rencontre 
Paxe des x, fig. 48. Pour les obtenir, il faut faire y—0, 
ce qui donne 


x*sinisin (i+-2#) — ax sin 2# sini—0; 


le facteur sin à multiplie tous les termes de cette 
équation. Comme il est constant , on peut le supprimer, 
et il reste 

æ? sin (i+ 2y) — ax sin 2v —=0; 


ce qui donne pour x ces deux valeurs 


a sin 2ÿ 
D De pe TOUS 
sin (i + 2v)? 
ceci nous apprend que la courbe coupe l’axe des x en 
deux points différens : lun B,quiest celui que nousavions 
pris pour origine des coordonnées, l'autre B’, situé du 


; ! . : a sin 27 
côté des abscisses positives, à une distance ——— 


sin (+20) 
En effet, cette seconde valeur de x est positive dans lés 
circonstances supposées ; car l’angle » formé par les gé- 
nératrices avec l’axe du cône, étant nécessairement 
moindre qu’un angle droit, 2# est moindre que 180°; 
ce qui rend sin 2# positif; et, de plus, sin (+ 2) est 
également positif, puisque £ est supposé moindre que 
180° — 2y. 
En faisant x—0o, on aura les points où la courbe 
coupe l’axe des y’; cette supposition donne 


LU: 


Y—=0; 


c’est-à-dire que cette rencontre a lieu à l’origine même 

des coordonnées. De plus, l'équation y? —0o donnantdeux 

valeurs nulles pour y, on peut considérer l’axe des y 

comme rencontrant la courbe en deux points qui se 

confondent en un seul; c’est-à-dire qu’il lui est tangent. 
14 
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Poursuivre de plus près la marche de la eourhe, pre- 
nons en général la valeur de y; nous aurons 


——— ee 


} ——_—_———— ———— + . 
ae cos # ÿ/—x"sin isin(i- 2p)—+ axsin 2y sin é. 





Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires, 
la courbe est symétrique de part et d'autre de Paxe 
des x. 

Si Pon suppose x négatif, y devient imaginaire; 
ear les coefficiens sin £ sin (4 + 2»), et sin 2# sim 
étant des quantités positives ; cette supposition rend né- 
gatifs tous les termes compris sous le radical. La courbe 
ne s'étend done pas du côté des abscisses négatives, et 
elle est limitée, dans ce sèns, par Paxe des y. 

Lorsque Pon suppose, au contraire, y positif, les va- 
leurs de y sont réelles tant que lon a 


xtsin (1 + 29) ax sin 2v; 


; a sin 2 
ou x sin(i+ 2) : 
Mais elles deviennent imaginaires au-delà de eette li- 
mite.; car, si l'on à | | 
a Sin 2y 

F7 sin (GE 2v) 
on en tire 

x° sinésin (+ 29) ©> ax sin 2p sin i; 


ee qui rend Ja quantité soumise au radical, négative: 
Par conséquent , la courbe ne s'étend ;, du côté des ab- 
scisses positives, que dépuis l’origine des coordonnées 
Û a sin 2w NE 
jusqu’à Vabscisse ——,————, où elle coupe Paxe des #: 
sim (2 + 211) 
Alors les deux valeurs de y deviennent nulles en même 
temps , ét l’ordonnée prolongée est tangente à Ja courbe. 
Ainsi , les deux branches qui la composent ; après s'être 


1 


| 


| 
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jointes à l'origine B des coordonnées, s'étendent symé- 
triquement l’une au-dessus, l’autre au-dessous de Paxe 
des abscisses , se rejoignent de nouveau sur cet axe, 
en PF, et rentrent ensuite sur elles-mêmes; de sorte que 
la courbe est fermée, comme le représente la fig. 48. 
135. Transportons l’origine des coordonnées en À, 
asin2v |, 
sin (2 +2r)’ « 
deux sommets B, B', mais comptons les nouvelles ab- 
scisses positivement vers AB; alors, si AP est une de ces 
nouvelles abscisses , que nous représenterons par += x”, 
l'ancienne abscisse sera BP, ou x, et lon aura toujours 


au milieu de la ligne égale distance des 


a sin 21 
ee — 
2 sin(i+2y) 
Substituant pour x sa valeur dans Péquation de la 
courbe , il vient 


LA 
Xe 


a’sin”# cos°# sin £ 





ÿ°cosv + x°sin sin (2H 2r) — 


sin (i-- 2») 
En faisant y — 0, on retrouve 
& Sin p cos y 
g=E-————, où x —+AB, 
sin (2 +2») 


comme cela devait être : maïs ici la courbe rencontre 
en deux points le nouvel axe des y, représenté par AY’ 
dans la figure; car, en faisant x'—0, on a 


: Sin z 
ÿÆÆ ren (/- ——-, 
sin (2+2y) 


C'est la limite de la courbe dans le sens des ordonnées. 
… 156. L’équation de lellipse prend une forme très élé- 
gante quand on y introduit les coordonnées des points 
B, B', C, C’, dans lesquels élle coupe ainsi les nou: 
veaux axes des. x et des y. En effet, si lon suppose 





: a?sin? COS? 2x a?sin?# sin Z 
7 sin°(z +2v)? 7 sin (i+ 2) 
14 


212 DK L'BLAMAPSE. 

on n’aura qu’à multiplier tous les termes de Péquation 

en y et x° par 
a°sin°# 

sin? (+ 2)’ 

et, en supprimant l’accent de x', dont nous n’avons 

plus queifaire, on trouvera 


A°y° + B°x° — A°B°. 


Les quantités 2A et 2B se nomment les axes, et le 
point À le centre de lellipse. Lorsque son équation se 
trouve ramenée à cette forme, les coordonnées étant 
rectangulaires, on dit qu’elle est rapportée au centre et 
à ses axes. Si ces axes sont égaux, on a simplement 


Y + x? = A°, 

équation d’un cercle. Le cercle est donc une ellipse 
dont les axes sont égaux. On voit même , d’après Péqua- 
tion de lellipse, qu’elle est également symétrique, 
comme le cercle, dans les différens quadrans. À mesure 
que nous ayancerons dans lexamen des propriétés de 
ces courbes, nous reconnaïîtrons de plus en plus leur 
analogie. 

137. Pour distinguer les deux axes de Pellipse, on a 
coutume d’appeler lun le premier ou le grand axe, et 
l’autre le second. Il suffirait de changer y en x, et réci- 
proquement dans l'équation de cette courbe, pour que 
le premier axe devint celui des ordonnées, et le second 
celui des abscisses ; on aurait alors 

A2x° Ce B°y° — A°BP?. 
L’équation de Pellipse ne change donc pas de forme lors- 
qu’on la rapporte à ses axes, quel que soit celui d’entre 
eux qu'on prenne pour laxe des abscisses. 

138. Toute droite, telle que mAM , menée par .le 
centre de lellipse, et terminée de partet d'autre à cette 
courbe, se nomme un diamètre : il est aisé de voir 
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que les diamètres se trouvent tous divisés au centre 
en deux parties égales. C’est une conséquence de- la 
forme symétrique de la courbe. 


2 


…. 2B | 
139. La quantité A7 5e nomme le paramètre de la 


courbe : c’est une troisième proportionnelle aux deux 
axes. 

Si l’on se reporte à l’art. 105, page 172, età la figure 35, 
qui représente la section elliptique dans le cône , on 
verra aisément que, dans le triangle CBB’, formé par 
laxe de l’ellipse avec les deux arêtes opposées du cône, 
qui passent par les sommets de cette courbe, langie au 
sommet du cône est égal à 2», et l'angle CPB’ est égal 
à t. Ainsi la distance CB étant «a, le côté BB’ de 

a sin 2v 24 Sin # COS # 
sin G+02») » sin (Gi+2v ) ? 
voilà pourquoi nous avons trouvé tout à lheure que 
cette quantité, qui est égale à 2A, représente la di- 
stance des sommets de lellipse. 

140. En introduisant les expressions des axes À et 
B dans léquation 


y°cos"# + x°sin ë sin (2 + 2) —axsin2vsini— 0, 


où l’origine des coordonnées est au sommet B de Îa 

courbe, ce qui s’opère à l’aide du même multiplicateur 

dont nous avons fait tout à heure usage, elle devient 
A°y° +- B’x° — 2B°Ax — 0, 


et peut se mettre sous la forme 


ce triangle est égal à 


Si _ (2Ax — x°). 


Si donc on désigne par +’, y”, x”, y”, les coordonnées de 
deux points quelconques de lellipse, on aura 
"2 x (24 — à) 


Fr Ghz) 
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e’est-a-dire que les carrés des ordonnées sont entre eux 
comme les produits des distances BP, B'P, du pied de. 
ces ordonnées aux sommets de la courbe. 

141, L’équation de Pellipse, rapportée à son centre 
et à ses axes, peut être mise sous cette forme 


B2 
y* — nr (A? — x°). 


Si, du point À, comme centre avec un rayon AB 
égal à À (fig. 4g), on décrit une circonférence de 
cercle, son équation sera 


Y° — À? — x?, 


Donc, en représentant par y et Y les ordonnées. de 
l'ellipse et du cercle qui correspondent aux mêmes 
abscisses, on aura généralement 


B 
— 2: 


Selon que B sera moindre ou plus grand que A, 
y sera moindre ou plus grand que Y. Par conséquent , 
si, du centre de lellipse, avec des rayons égaux à 
chacun de ses axes, on décrit deux circonférences de 
cercle, lellipse comprendra la plus petite, et sera com- 
prise dans la plus grande (fig. 49). 

Il suit de là que les deux axes de Pellipse sont, 
Pun le plus grand, l’autre le plus petit de tousvses 
diamètres. 

En vertu de la relation précédente, il suffit, pour 
trouver les ordonnées de lellipse, quand on connait 
celles du cercie décrit sur un de ses axes, de dimi- 
nuer ou d'augmenter ces dernières dans le rapport de B 
à À: cette propriété donne plusieurs moyens de dé- 
crire une ellipse par points, lorsque lon connait les 
deux axes. 
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140: Du point À, comme cenire, et avec les rayons 
AB, AC, égaux aux deux demi-axes À et B, on décrira 
deux circonférences de cercle (fig. 49 } : ensuite on 
mènera un rayon quelconque ANM , et on abaissera 
du point M une perpendiculaire MP sur l'axe AP, 
menant ensuite, du point N, NQ parallèle à AB, le 
point Qs sera à Des , car il est PA que lon aura 


PQ — LE PM— Se SPbM. 


Seconde manière. De point quelconque D, pris sur 
le petit axe CC", fig, 50, et avec un rayon DO, égal à la 
différence À — B des deux demi-axes , on décrira un 
arc de cercle qui coupera BB” quelque part en O. Par 
les points O et D on mènera OD, et lon fera 
DM — AB — A ; le point M sera à l’ellipse. 

Car , si du point D, comme centre, l’on décrit le 
cercle ME , dont le rayon DM —A, on aura 


MO B 
pen = —z 6 M. 
MO B et PM— Di M — pt QM 


DM peut être une règle dont la longueur est À, et 
sur laquelle on marque un point O , tel que MG —B, 
En faisant mouvoir ceite règle dans l'angle BAC", le 
point M décrira un quart de Peliipse demandée : on 
aura les autres parties de Pellipse en plaçant la règle 
dans les autres angles, et ly faisant mouvoir suivant 
la même loi. 

143. On vient de voir que, pour tous les points 
situés sur lellipse , la valeur de Pordonnée y esi don- 
née par léquation 


B?2 





— x), 


D 
+4 


pour un point silué hors de l’ellipse, mais relativement 
auquel labscisse x serait la AE la valeur de y? se- 
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rait plus grande: on pourrait donc la représenter par 
l'expression 


B? 
ÿ = rc (A? — x*) + Fi rA 


n° étant une quantité positive. Au contraire , pour 
un point situé dans l’intérieur de l’ellipse , la va- 
leur de y* serait plus petite, et prendrait la forme 


PR (Aa) 


Ainsi, en faisant évanouir le dénominateur A4°, on voit 
que l’on aura toujours 

hors de Pellipse, A°y° + B°x°— A°B°>0; 

sur lellipse, 4°y° + B°x? — A°B°— 0 ; 

au dedans de lellipse, A°y° + B°x°— A°B° <o. 
Par conséquent , pour savoir si un point est extérieur 
à l’ellipse , s’il est sur cette courbe, ou s’il lui est inté- 
térieur , il suffira d'observer le signe de la quantité 
A°y° + B°x?— A°B°. Cette propriété nous sera fort 
utile dans la suite. 

144. Si, par le point B’ (fig. 51), pour lequel y = 0, 
et x—— A, on mène une ligne droite inclinée 
d’une manière quelconque, elle aura pour équa- 
tion (n° 48) 

y—=a(x +A). 

Si, par le point B, pour lequel y—=0;etx=+A, 
on mène une autre ligne droite pareïllement inclinée 
d’une manière queleonque , son équation sera 

y—=a(x— A). 


Supposons que l’on demande que ces droites se cou- 
pent sur l'ellipse : il faudra, pour cela, que leurs 
équations puissent subsister en même temps et avec 








nes — 
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celle de cette courbe n° (107). Or , en les multipliant 
membre à membre, elles donnent 


= — au (A— x°); 


et, pour que ce résultat s'accorde toujours avec l’é- 
quation 


il faut qu’on ait 


ce qui établit une relation constante entre les angles 
que forment avec le plus grand axe les cordes menées 
de ses extrémités. Cette relation ne dépend que du 
rapport des axes. Dans le cercle, qui est une el- 
lipse dont les deux axes À et B sont égaux entre 
eux , On à 
, 
a& ——1; 


et les cordes supplémentaires sy coupent à angles 


droits , comme nous l’avons vu dans Part. 107. 


IL est visible d’ailleurs qu’en effectuant directement 
l'élimination , comme dans lart. 109 , on trouverait de 
même , outre la condition précédente , léquation 
aa — 0, qui signifie que les deux droites pourraient 


‘encore se couper sur l’ellipse , si lune d’elles coincidait 


avec le grand axe; mais cette relation, quoique vraie, 
est particulière à cette position : elle est par conséquent 
étrangère à la propriété générale que nous nous propo- 
sions de découvrir. C’est pourquoi nous pouvons nous 
dispenser d'y avoir égard. 

Réciproquement, lorsque cette équation a lieu entre 
les angles que forment deux droites avec Paxe des ab- 
scisses , ces droites sont des cordes supplémentaires 
d’une ellipse dans laquelle le rapport des axes est égal 
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à L> c’est ce qu’il est aisé de voir en reprenant le eal- 


eul précédent d’une manière inverse. 

Ces considérations nous conduisent à une propriété 
assez curieuse de lellipse. Imaginons que, sur son 
grand axe, comme diamètre, on décrive une circonfé- 
rence de cercle : cette circonférence sera extérieure à 
Pellipse, et les lignes menées de ses points aux extré- 
mités du grand axe formeront entre elles des ‘angles 
droits. Par conséquent, les cordes supplémentaires me- 
nées d’un même point de lellipse, feront entre elles des 
angies obtus, puisque leur sommet sera intérieur à la 
RU nce. 

En faisant la même construction sur le petit axe, 
les propriétés seront inverses, puisque la circônfé— 
rence sera intérieure à lellipse ; tous les angles for- 
més sur cet axe par les cordes supplémentaires seront 
aigus. 

Il est facile de prouver que, de toutes les cordes 
supplémentaires que lon peut mener aux extrémités 
des axes de lellipse, celles qui se coupent au sommet 
du cs axe forment entre elles l’angle le plus grand, 
et celles qui se coupent au sommet du plus grand 
axe forment langle le plus petit. Ces propriétés se 
démontreraient facilement en cherchant Pexpression 
analytique de l'angle formé par deux cordes supplé- 
mentaires. Je laisse cette recherche à faire aux élèves 
qui voudront s'exercer. 

145. À mesure que nous avançons dans l'examen 
des proprietés de lellipse, nous voyons paraitre une 
analogie frappante entre cette courbe et la circonfés 
rence pe cercle. Guidés par cette analogie, cherchons 
à la rendre ce en comparant de plus en plus 

ces deux courbes dans leurs diverses propriétés. 

Le cercle en offre uné bien remarquable ; c’est que 
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les distances de tous ses points à son centre sont 
| égales entre elles. Il est évident que cette propriété n’a 
| plus lieu dans l’ellipse ; mais cependant on y retrouve. 
quelque chose d’analogue. Si, sur le grand axe de cette 
, courbe, de part et bite de ‘son centre, on marque 
0 14 |: Le d'air TOp 
deux points F, F”, dont les abscisses soient V/A2B 
fig. 52, la somme des distances de ces points à un 
même point de la courbe est toujours constante. 
Cette propriété est bien facile à démontrer. En 
effet, soient généralement x, y, les coordonnées d’un 
point quelconque M de la courbe , et nommons x° lab- 
scisse positive ou négative des points assignés, laquelle 
sera ici +4/A?—B:: on aura, en appelant D* le carré 
de la distance MF” ou MF, 
D— y? + (x — CEA Es. 


à 


En Hottant pour y sa valeur en x tirée de Péquation 
de lellipse , et substituant pour x'? sa valeur A°— B?, 
cette expression devient 


Br se 


PT x 2x x’ A7— — 2x x' + A°; 


2 


ou, en substituant, au lieu de A°— B?, sa valeur x°* 


" x? x"? à 2 
ie Ta 277 + A? — (a ; 


le second membre étant un carré parfait, on. peut 
extraire sa racine, et l’on a pour D ces deux ya- 


leurs 
(5) 


l'extraction de la racine nous donne un double si- 
gne, parce qu’en effet, n’ayant pas introduit d'élément 
angulaire, il dépend de nous de considérer toutes les 
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distances D comme des quantités positives ou comme 
des quantités négatives , pourvu que nous soyons tou- 
Jours fideles à la convention que nous aurons une fois 
adoptée. Comme ordinairement le signe — est employé 
pour marquer une opposition de direction, nous choi- 
sirons le signe +, ce qui donnera 


xx 
M 


Maintenant il ne nous reste plus qu’à substituer suc- 
cessivement dans cette expression les deux valeurs 
données de x’, c’est-à-dire ÆV/A°—B; et, en nom- 
mant D", D", les deux valeurs de D, que cette substi- 
tution donne , nous aurons 


’ A2 B? A— 5: 
Da Vs , p'= RER Dé 








ce sont les distances MF, MF’ dun point quelconque de 
la courbe aux deux points assignés. La première, prove- 


nant de la substitution de 147 RU B° pour x", ap- 
partient au point F situé du côté des x’ positifs; V htc 1 


provenant de la substitution de VASE pour x’) 
appartient au point I” situé du côté des x négatifs. On 
peut facilement vérifier cette distinction; car, en faisant 
xz—=+ A, D" et D” deviendront les distances des 
deux points F, F”, au sommet de Pellipse qui est situé 
du côté des abscisses positives ; or, dans ce cas, x’ et x” 
deviennent 
D'—A—4V/A—B, D'—A+VA—B; 

valeurs qui sont évidemment conformes à Pinterpréta- 
tion ane nous leur avons attribuée. En ajoutant Îles 


expressions générales de D’ et de D”; la variable x dis- 
parait, et l'on a 


D'+D'= 24; 


Se CREER” un ONE OS PET 
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c’est-à-dire que la somme des distances D”, D’ est 
égale au grand axe de Pellipse, comme nous l'avons 
annoncé. 

Les points F, F”, ainsi choisis sur le grand axe, se 
nomment les foyers de l’ellipse. On leur a donné ce 
nom à cause d’une propriété physique dont ils jouis- 
sent, et que nous ferons connaître plus tard. 

On voit de plus que la distance D", D", de chacun de 
ces points à un point quelconque de la courbe est ex- 
primée rationnellement en fonction de Pabscisse x. 
C’est une propriété qu’ils possèdent exclusivement et 


qui les caractérise. 


146. En effet, si l’on se proposait de déterminer sur 
le plan de lellipse. un point doué de cette propriété , en 
désignant par y’ et x” ses coordonnées inconnues, et 
nommant toujours D sa distance à un point quel- 
conque de lellipse, on aurait généralement 


D'=(x— x) +(y— 7), 
ou,en Re les carrés et mettant pour y sa valeur 


ve 


(4? _m. — 222" + 2° + y + B— 2y VO 





tirée de l'équation de lellipse 





il est impossible que D devienne rationnelle en x, à 
B2 x? 


moins que le radical /5— re 


second membre , car ce radical lui-même est irréduc- 
4 4, mn 2 Le 2 2? La k x 
tible , c’est-à-dire que l’on n’en peut pas dégager x. Or, 
pour qu’il disparaisse sans donner de valeurs particu- 
lière à x, il n’y a pas d'autre parti à prendre que de 
rendre son coefficient nul. Cest-à-dire que le point, ou 





ne disparaisse du 
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en général les points qui satisfont à la question, mie 
peuvent être situés que sur lun des axes de 'ellipse. 
Avec cette modilcation il vient 


D°— B° + RE m2) 





2 4 
T'2XX ; 


il nous reste encore æ d’'indéterminée ; ainsi nous 
pouvons en disposer de manière à rendre le second 
membre un carré parfait et positif, C’est même la seule 
manière de remplir la condition exigée , que D soit ra- 
tionnelle en x et réelle. Pour cela , il faut assimiler ce 
second membre au carré d’un binome , tel que à + dx; 
c’est-à-dire à a°4- 5abx + b°x°; alors, en comparant 
les termes semblables, nous aurons 


PTIT à hits /2 
ab =—0x, d—B'+xt; 








12 
L2 L2 ef 
la seconde condition donne a°— 7: >cten éliminant à 
. ‘ AT" 
au moyen de la première, il en résulte = —— ; 
A2-— B: ? 
substituant dans la troisième , 1l vient 
A°x" 
— B'+ x" 
PAS _ p° + 


Faisant évanouir les dénominateurs, et réduisant , on 
obtient 


r'= WAR ; 


c’est-à-dire que les points cherchés sont au nombre de 
deux , situés sur le grand axe de Vellipse, à des distances 
de son centre égales entre elles, ét exprimées par 
+y/A2— TB: Cette quantité $ appelle ordinaireñent 
Vexcentricité ; et comme elle est constante pour chaque 
ellipse , nous la désignerons en général par la lettre c;, 
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à laquelle nous conserverons désormais cette signif- 
. eation. Pour qu’elle soit réelle, on voit qu’il faut que A. 
surpasse B; c’est-à-dire que les points F, F", soit pris 
sur le plus grand des axes. 

147. Cette valeur de c ou de x’, qui exprimela distance 
des points F, EF’, à lorigine, est très facile à con- 
struire ; il swfit (fig. 52) de décrire , de l'extrémité C du 
| petit axe, comme centre , une circonférence de cercle 

_dontle rayon CF soit égal au demi-grandaxe À de l’ellipse. 
_ Cette circonférence coupera le ge axe en deux points, 
qui seront évidemment F et F”: ces points se nomment 
les Foyers de l'ellipse ; leur distance c au centre de la 
: Courbe se nomme l’Excentricité. Quand À —B, la va- 
leur de c est nulle; les deux foyers se réunissent en un 
seul , placé au céûtre de la courbe, et l’ellipse se réduit 
à un Lerblé | 
Il'est facile de voir qu’en faisant x — + AB: 
a 
dans léquation de lellipse, on trouve y = HE : : 
c’est-à-dire que, dans lellipse, la double ordonnée, qui 
passe par le foyer, est égale au paramètre. 

148. Les propriétés précédentes donnent un moyen 
simple et commode pour décrire une ellipse quand on 
connaît son grand axe et la position de ses foyers. 

On prendra du point B (fig. 53), une longueur 
quelconque BK sur laxe BB’; du point F comme 
centre, avec BK pour rayon, on décrira un arc de 
cercle; du point F’, comme centre avec B’K pour 
pro) 00 décrira un autre arc de cercle; le point 
M, où ces arcs se coupent , appartient à ethpée. 

l est avantageux de décrire les arcs de cerele au- 
dessus et au-dessous de l'axe : par ce moyen , on 
trouve à chaque opération deux points de Peilipse, 
et l’on en obtient quatre quand on porte successive- 
ment la même ouverture de compas à chacun des foyers. 
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Cette méthode est la plus expéditive que lon con- 
naisse pour décrire lellipse par points : il est visible 
qu'on peut l’employer lorsque l’on connait les deux 
axes , puisqu’alors on trouve aisément la position des 
foyers. 

Elle a cependant un léger inconvénient, c’est de 
ne pas donner les points de lellipse pour des ab- 
scisses déterminées ; ce qui est quelquefois nécessaire : 
mais alors on peut trouver ces points par les autres 
procédés que nous avons décrits. 

Lorsque lellipse doit être fort grande, comme cela 
a lieu quand on opère sur le terrain, on fixe aux 
foyers FE les extrémités d’un cordeau dont la lon- 
gueur est égale au grand axe, et que l’on tend par le 
moyen dun piquet; on fait glisser ce piquet de 
manière que le cordeau soit toujours tendu , et la 
courbe se trouve tracée quand il a fait ainsi une ré- 
volution tout entière. 

149. Occupons-nous maintenant de mener une tan- 
gente à l’ellipse, dont l’équation est 


A°y° + Bx° — AB. 


Soient x”, y”, les coordonnées du point de tan- 
gence; elles vérifieront la relation 


À°y"2 L Bx"2— A2B?. 

La tangente étant une ligne droite, et devant 
passer par ce point, son équation sera de cette 
forme 

VE TEE 
Il ne reste plus qu’à déterminer a. | 

Pour y parvenir, nous chercherons les points où 
cette droite, considérée comme une sécante , rencontre 
la courbe ; et nous écrirons qu’ils se réunissent en un 
seul. Dans ces points, les trois équations précédentes 
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oùt lieu en même temps : retranchant les deux pre- 
| mières Pune de lautre, on a 
F'APMAS (y— 7) +3") +8: (x— x") (x + a") —o. 
En mettant pour y sa valeur y" a (x — x"), tirée 
de l'équation de la droite, on trouve 
m\Sf # 2. 1 CI AR QUI 48 

(x—x") (A[2ay" + a (x —x )] + B'{x + phe et 
Une des racines de cette équation est 
xx, etdonne y=—7", 


parce que le point donné est commun à la tangente 
Let à la courbe : supprimant le facteur (x — x"), il 
f P 2 

reste 5 





A°[oay"+ a (x — x")] +: (x x") — 0. 
Pour que la droite soit tangente , il faut que la se- 
{ FAT © ) 1 , 

conde valeur de x soit x”, comme la première, ce 
qui exige qu'on ait 

B°x" 
7 + AY" 
En substituant cette valeur dans Péquation de la tan- 
sente à lellipse, elle devient 





A°ay"+ B'x"—=0o; d'où a— 


ou, en réduisant, 

A°yy" + Bxx"— A°B:. 
Comme il n’y a qu’une seule valeur de &, on ne peut 
méner par Chaque point de lellipse qu’une seule tan . 
gente à cette courbe. 

190. On peut ici, comme dans le cercle, prouver 
que la droite ainsi déterminée est tout entière hors 
de Pellipse; car, si l’on reprend les équations 

A°yy" + B’xx" — A°B:, 
BAPE Ayo Br" — AP: 
19 
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et qu’on retranche de la seconde le double de la pre 
mière, le résultat pourra être mis sous la forme 


A (y 3") + B (x — 2) — AE Brxt— AB? 


La quantité A°y° + B°x° — A*B? est donc constamment 
positive pour tous les points de la GELE , RAC pour 
celui dont les coordonnées sont x".et y” : tous ces 
points , excepté celui dè tangence, sont donc te hors 
de Pellipse. 

151. Si, par le centre et par le point de tangence on 
mène un diametre, son équation sera de la forme 


y = d' À. 


La condition de passer par le point de tangence donnera 


LA 


y — ax"; 
d’où Le ee er 


On vient de voir que la valeur de à, qui convient à la 
tangente ,.est | 
/ B2 x" 
ET — A y ÿ" 
En multipliant lune par Pautre les valeurs de a et 
de a”, on trouve 


Ce résultat étant conforme à la condition obtenue dans. 
Part. 144, nous apprend (Hig. 54) que la tangente MT, 
et le ART AM , qui passe par le point de tangence, 
ont la propriété d'être les cordes supplémentaires 


d’une ellipse dont le rapport ’des axes 'est de ; corime 


dans l ellipse proposée. 
Ceci fournit un moyen très simple pour déterminer 
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la direction de la tangente; car , si lou tire deux cordes 

supplémentaires quelconques, et qu'on désigne pare, 4”, 
les tangentes trigonométriques des angles qu’elles font 
avec l'axe, on aura toujours entre elles la relation 


ui +3 L B2 


‘On peut mener une de ces cordes parallèle au diamètre 
Qui passe par le point de tangence, alors on aura 

fé = gl: 

d'où résulte aussitôt 


=; 


£est-à-dire que Pautre corde sera parallèle à la tan- 
gente. 

152. Ainsi, pour mener une tangente à l’ellipse par 
un point M donné sur cette Er (fig. 54); il faut 
mener , de ce point aù: centre, le diamètre AM : par 
Péxtrémité 'B° de axe BB",tirer la corde B'N parallèle 
AM; MT, parallèle à BN , sera la tangente demandée. 
: On voit, par cette construction même, que; si Von 
mène le diamètre AM” parallèle à la corde BN ou à la 
tangente MT, la tangente de lellipse au point M sera 
phellèle à là er B N,ou au diamètre AM. 

Il est évident que le même procédé peut servir pour 
mener une tangente à  Pellipse, parallelement à une 
droite donnée; car soit DE cette droite; par l'extré- 
mité B du premier axe, on mènera une corde BN 
qui lui soit parallèle; puis on joindra B'N; et par le 
icentre , menant AM peralièle à B'N, M sera le pere de 
‘tangence cherché. Il ne restera donc plus qu'à mener 
«PRE, e point une droite MT , parallèle : à la ligne don- 
née DE, ce sera la A EN pr et, comme on 
Ipeut répéter la même opération de Pautre côté de Paxe 
delellipse, il est évident qu’il y aura deux tangentes 
parallèles ‘qui salisferont également : à la question. 

14 
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153. Lorsque deux diamètres sont disposés, comme 
AM, AM, fig. 54, de manière que chacun d'eux soit pa- 
rallèle à la tangente menée: à Pextrémité de Pautre, on 
les nomme conjugués. L’angle MAM', formé par deux 
diamètres conjugués, est évidemment égal à celui des 
deux cordes supplémentaires BN, B'N , qui leur seraient 
respectivement parallèles. 

La dénomination que nous donnons 1ci à ces diamètres, 
s'accorde avec Jes conditions énoncées dans Part. 123; 
car nous prouverons tout à lheure que l'équation de 
Vellipse, lorsqu'elle leur est rapportée, conserve la 
même forme que par rapport à ses axes. 

154. L’équation de Pellipse étant symétrique relati- 
vement à ses deux axes, les propriétés que nous venons 
de démontrer seront communes à Pun.et à Pautre, el 
Pon pourra leur appliquer la même construction-rela- 
tivement aux cordes supplémentaires. ({ 

155. Pour avoir le point où la tangente rencontre 
Paxe des x (fig. 55), il faut supposer, y=0 dans son 
équation; qui donne alors 

A? 

DRE 

cest la valeur de AT. Si lon en retranche AP ou x", 0h 
aura la distance PT, du pied de Pordonnée au point où la 
tangente rencontre VPaxe des abscisses. Cette distanéc 
se nomme Soulangente; son expression est CE à D 


A2 — x"? 


PTE y — + 
x + 13 


E 4 
2 





Cette valeur est indépendante du second axe B; elle est 
done la même pour toutes les ellipses qui ont le mérite 
premier axe À ,etqui sont concentriques avec celle que 
nous considérons : elle convient par conséquent encore 
au cercle décrit du point À, comme centre, avec un rayon 
égal au demi-grand axe. Ainsi, en prolongeant Por: 
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kdonnée MP de lellipse jusqu'à sa rencontre avee le 
‘cercle en M, et menant à ce point la tangente M'Y, MT 
| sera la tangente à l’ellipse au point M. 

Cette construction s’appliquerait également au se- 
keond axe, sur lequel Pexpression de la soutangente 
serait indépendante de la valeur du premier. 

156. Les formules précédentes peuvent encore étre 
Lemployées lorsque la tangente doit être menée par un 
point extérieur à lellipse, et dont les coordonnées sont 
teonnues. En effet, en les supposant représentées par 


kæ", y', elles doivent. vérifier l équation de fa tangente; 
| ee qui donne 


| (1) A2y/y" + B'x’x" — AP’. 
On a de plus, le point de tangence étant sur Pelfipse, 
(2) A°y"° + B2rx"2 — A:B?. 


En regardant x”, y”, comme inconnues , ces deux équa- 
tions sufliront pour les déterminer , et on substitucra 
‘ensuite leurs valeurs dans l'équation trouvée ci-dessus 
pour la tangente. Il est facile de déduire de ces forniules 
un résultat analogue à à celui que nous avons obtenu 
pour le cercle Le Part. 118. De plus, en éliminant y” 


tre elles, on trouve : 


U (A: y? +Bx°)x"— 2A"B'x'x D MUC e BE 6 


| 


lBêtte équation , qui est du second degré, donnera 
pour à” deux valeurs; et ces valeurs seront réelles 
lorsque la quantité 


4 AïB'x"? + Af rise B*) (A°y°° + Br}, 


te entrerait sous le signe radical, sera positive. Or, en 
réduisant cette quanlité, elle ent 


0 


| Al? (AY 2H Bat — A'B*). 


Ainsi , les deux valeurs de x” seront réelles lorsque la 
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quantité A7y°? +-B* 2"*— A*B?-serà positivé ou nulle, 
c’est-à-dire lorsque le point donné sera situé hors de 
l'ellipse, ou sur cette courbe même. Danis ce eas ; chaque 
valeur réelle de x” donnera une valeur de y” également 
réelle : il y aura done deux points de tangence. Ainsi, 
par un point M’ donné hors de Fellipse, on peut tou- 
jours mener deux tangentes à cette courbe, et on n’en 
peut mener davantage. Nous aurons bientôt des moyens 
faciles pour les construire géométriquement. 

157. Occupons-nous maintenant de mener une nor- 
male à l'ellipse : puisque cette normale est une ligne 
droite qui passe par le point de tangence, son équation 
sera de la forme 


y—y = (x— x 


Mais, de plus, elle doit être perpendiculaire à la tan- 
gente, pour laquelle on a 


BR: +: 
a a 
Il faut donc qu’il existe entre «& et &’ la relation 
ax +1—=0, 


qui donne 
A? LA 
‘ 


à u 


D fe SU 
rs (x x"). 





s Ans Es 
Pour avoir le point où elle rencontre l’axe des x, il faut 
supposer y nul; et elle donne’alors (fig. 56) 
A°— B° 


Les Az 


C'est la valeur de AN: en la retrancliant de AP, qui est 


| 


| 
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représenté par x”, on aura la distance du pied de l’or- 


donnée au pied de la normale. Cette distance se nomme 
Sounormale; et, d'après l'expression précédente, on 
trouve pour sa valeur 





On aurait obtenu immédiatement ce résultat, en pre- 
nant la valeur de x x" dans l'équation de la normale, 
après y avoir fait y nul. Cette valeur est positive où né-- 
gative, en même temps que x”, et le signe qu’elle prend 
iihe sa position par ERA à Porigine. Cette re- 
marque s'applique aussi à la soutangente. 

158. Les directions de la tangente et de la normale 
dans lellipse ont un rapport remarquable avée celles 
des lignes menées des deux foyers aux points de tan- 
gence. Nous allons examiner ces propriétés. 


Si du foyer F, pour lequel y —0, et x = A°— B: 
(fig. 56), on mène une ligne dite au point de tan- 
gence , son équation sera de fa forme 


ÿ — y" = œ (x — 2"). 


Si l’on fait, pour plus de simplicité, Y/ AB: — c 
la condition de passer par le foyer donnera 


? 


U{ 
HER DE: 
C—x | 
La tangente à l’ellipse ayant pour équation (n° 149) 
| B?, x 
(4 4 fi ‘ 
— y"—a(x— x"), dans laquelle a= — ——- 
Tr: ( ); i CÉ 
angle FMT, quelle forme avéc là droite ménée du 
foyer ; aura pour tangente trigonométrique (n° 50) 


CEA 
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ou, en mettant pour & et°* leurs valeurs, 


A y" Ba" Bio" 
A cy— (A By? 


cette quantité se réduit à 
q 


en observant que le point de tangence est sur lellipse, 
et que A? — B?— c*, 

Pareillement, si de l’autre foyer F’, pour lequel y—0 
etx=——c,on mène au point de tangence une ligne 
droite , elle aura pour équation 


11 


Féapeg 


Y—Y=« (x — x"), ad 


L’augle F'MT de cette droite avec la tangente à Pel- 
lipse , aura pour tangente trigonométrique 


a—« | LC US B: 
———, qui se réduit à — —; 
1+aa € 
quand on y met pour & et «’ leurs valeurs. 
Les angles FMT , F'MT, ayant leurs tangentes trigo- 
nométriques égales et de signes contraires, sont supplé- 
mens l’un de Pautre : ce qui donne 


EMT + F'MT = 180°; 
et comme on a aussi 


FMT + F'Mi= 180°, 
il en résulte 


FMT = F'Mt. 


Ce qui nous apprend que, dans l’ellipse, les droites 
menées du point de tangence aux deux foyers, font avec 
la tangente, et du même côté de cette ligne, des angles 
égaux. 

Il suit de là que la normale divise en deux parties 
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égales l’angle formé par les deux rayons vecteurs menés 
des foyers à un méme point de la courbe. 

159. Cette propriété fournit une construction trés 
siniple pour mener une tangente à lPellipse par un 
point donné. 

+ Supposons d’abord que ce point soit sur Pellipse. 

On mènera les rayons yecteurs FM, FM (fig. 57 ); on 
prolongera l’un des deux, par exemple, FM, d'une 
quantité MK égale à FM. Joignant K et F, la ligne MT, 
perpendiculaire à FK, sera la tangente demandée; car, 
d’après cette construction , les angles TMF, TMK,F"M4, 
sont égaux entre eux. 

On peut aisément s'assurer qu’en effet la droite MT 
ne rencontre la courbe qu’au point M; car, nour iout 
autre point £ de cette tangente, on aurait Fi = 7K , et 
par suite 


Feb Fix EMK; 


et comme F’MK=—2A, le point # n'appartient pas à 
’ellipse. 

Si le point donné, d’où l’on doit mener la tangente, 
est extérieur à Pellipse, et situé, par exemple, en #; 
alors du point F”, comme centre avec un rayon F’K égal 
au grand axe 2A ,on décrira un arc de cercle; du point#, 
comme centre avec un rayon #F,on décrira un autre arc 
de cercle qui coupera le premier en K. Menant F°K, le 
point M sera le point de tangence; et, joignant M et 4 
per une ligne droite, on aura la tangente demandée. 

En effet, d’après cette construction, 4 — 4K, de 
plus, FM +MF — 2A, et FM + MK — 2A : on a 
donc 


ME = MK. 


La ligne M£ est donc perpendiculaire sur le milieu 
de FK.: donc les angles FMT, F'M£, sont égaux , et la 
droite {MT est tangente à Pellipse. 
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Les cercles décrits desipoints F'etz comme centres, 
se coupent généralement en déux points: Cette construc- 
tion donnera donc les deux tangentes#M, M, que Pon 
peut mener à l’ellipse par un point extérieur: : 

160. En transportant ici les raisonnemén$ Œue nouùs 
avons fait (n°120) sur les intersections dés cordes qui 
joignent les points de tangence corresponddns à un 
méme point extérieur ,ôn en vérra naître des propriétés 
absolument analogues à celles que fous avons trouvées 
alors pour le botces 

En effet, pour chaque point extérieur M’, Le. 58, doù 
sie pions deux tangentes à lellipse , les cÉbE ln NES 

É is j 7. pe points. de Te M’ ré sont déter- 


(1 ) jap age LE li A "+8 x"—À’P:. (2) 
On peut donc obtenir ces coordonnées par l'intersection 
des deux lieux géométriques que ces équations représen- 
tent, en ÿ considérant x” ét ÿ” contme variables, ét Y2 24 
coordonnées du point M',comme des constantes données. 
Alors ; Hi seconde est Pellipée même à à laquelle on mène 
les tangentes ; et la première étant linéaire > appartient 
nécessairement à la droite qui passe les points de 
tangence simultanés. 

Si lonuvent que cette corde passe par un point 
donné O donit les coordonnées soient & ét |, il faudra 
que cæs cordorinées, étant: prises pour x" et y”, satis- 
fassent à son équation, de sorte qué lPon'ait 

A°by" + B'ax'— A°B;. (3) * 
Maintenant si, sans changer & ét b, on fail varier y 
et x’ coordonnées de M”, de manière que cette condition 
soit soujours remplie, il est clair que la corde qui en 
résuliera passera téujours par le: point doit les coor 
données sont « et &. Or, ce modé de variation -placele 
point M’ sur la ligne droite représentée ‘par. Péqués 
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tion (3), en y regardant y” et x’ comme variabies. Donc, 
si, de tous les points de cette droite que Pon peut con- 
struire d’après son équation , on mène deux tangentes 
à l'ellipse, et que, pour chaque couple pareil, on trace 
la corde qui passe par les deux points de tangence, 
toutes ces cordes se couperont en un mème point O, 
qui sera celui dont les coordonnées sont & et &. 

Si, par ce point d’intersection et le centre de Pel- 
lipse, on conçoit une ligne droite AO, que nous nomme- 
rons rayon vecteur , son équation sera 

FA Fe TL. 


En combinant cette équation avec celle de Pellipse 
A°y° e B2x° — A°?B?, 
on aura les coordonnées des points N, N', où elle ren- 


contre cette courbe. Désignons-les par 4, Vi: leurs 
valeurs seront 


D aAB NOR ADR. 
/ A0: + B'a° V/A70 EE Be 
Maintenant, si on substitue ces valeurs pour x” et y” 
dans l'équation générale de la tangente, laquelle est 
AY Bar: — AŸBF, 
on aura l'équation particulière de la tangente menée à 
lellipse par le point d’intersection N ou N° que l’on 
aura considéré, Ce sera évidemment 
A°by + Bas = AB AD Ba. 

Or, si l’on comparé cette équation avec Péquation (3), 
on voit que les coefficiens des variables x, y, x’, 4’, 
sont les mêmes dans toutes deux. Par conséquent, les 
deux droites que ces équations représentent, sont pa- 
rallèles une à l'autre. 

On a vu plus haut qu'en considérant y”, x”, comme 
variables, les Geux points de contact des tangentes me- 
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nées d'un point quelconque M, sont situés sur a corde 
dont Péquation est 


A°y'y" + Bix'x" = AB’, (1) 


Or, si le point M° était choisi de manière qu'il se 
trouvât sur le prolongement du rayon mené du centre 
au point dont les coordonnées sont & et db, le rapport 


/ 
Lo 


b , 
“— deviendrait égal à -, et la corde représentée par 
[44 


Péquation (1) deviendrait parallèle à la droite, repré- 
sentée par léquation (3); elle serait donc ég islétant 
parallèle à la tangente menée à lellipse par a point 
d’intersection de cette courbe avec le rayon vecteur 
que nous venons de désigner. 

De là résulte une construction bien simple pour 
trouver la droite qui contient les sommets des couples 
de tangentes quand on connaît le point de concours des 
cordes, et réciproquement : car si ce point est donné et 
désigné par O, fig. 58, menez d’abord du centre A Île 
rayon vecteur AO, que vous prolongerez indéfiniment; 
ensuite, par le point N, où ce rayon rencontre lellhipse, 
menez une tangente à cette courbe; puis, par le point 
donné O, menez une corde prose à cette tangente ; 
enfin, par lun des points M” où cette corde coupe P LL 
lipse, menez à cette courbe une nouvelle tangente, 
qui ira rencontrer en M le prolongement du rayon vec- 
teur AO. Le point M' sera situé sur la droite, dont O 
est le pôle, en prenant ce terme dans Pacception que 
nous lui avons donnée (n° 121). Alors, par le point M” 
ainsi déterminé, menez une ligne LM'L parallèle à la 
tangente, ce sera la droite Ml 2e | 

Réciproquement si la droite LL est donnée, il fau- 
dra mener à lellipse une tangente TAT”, qui Qi soit 
parallèle; ce qui se fera par le moyen des lignes sup- 
plémentaires (n° 152). Le point de tangence N, étant 
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ainst connu, on lui mènera du centre de lellipse le 
rayon vecteur AN, qui, prolongé , ira couper la droite 
en un point M”, duquel on mènera à l’ellipse une tan- 
gente M'M”; enfin , du point de contact de cette tangente 
avec la courbe, on tirera le corde M"M", parallèle à 
la droite donnée M'L; et le point O, où elle coupera le 
rayon vecteur AMM', sera le point dintersection des 
cordes pour les couples de tangentes menées de la 
droite LML;. | | 

Cette construction s'accorde évidemment avec celle 
que nous avons trouvée pour ce cercle dans le n° 121; 
ear la ligne LML/ étant alors perpendiculaire au rayon 
COM’, se trouvait par cela même parallèle à la tangente 
menée du point N à l'intersection du cercle avec le 
rayon vecteur. 


De PEllipse rapportée & ‘ses Diumètres 
conjugués. 


161. On peut trouver une infinité -de:sysièmes, de 
coordonnées obliques rélativement auxquels. l'équation 
de lellipse conserve la même forme qu’ellewient de nous 
offrir en la rapportant à-ses axes ; c’est-à-dire qu en 
nommant x’, y ces nouvelles coordonnées, l'équation 
transformée ne contienne, comme l'équation primitive » 
que les carrés des variables x’?, y”, avec un terme con- 
stant. En supposant d’abord conditionnellement une 
telle réduction possible , il est facile de voir que tous les 
systèmes dont il s’agit, devront-avoir leur origine placée 
au centre même de l’ellipse ; car si Pon considère un 
point'quelconque de cette courbe , dont lé$ coordonnées 
ainsi exprimées soient. + x° et + y', puisque Péquation 
transformée ne doit contenir que les carrés de ces va- 
riables , eliese trouvera également satisfaite par les points 
dont les coordonnées seraient — 2", y"; x; 7"; 
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Hz, — y; cest-à-dire par les points qui seraient 
situés d’une manière symétrique dans les autres angles 
formés par les'axes des coordonnées. Ainsi toute ligne 
droite menée par cette originé,.sera coupée des deux: 
côtés par la courbe, à des. distances égales ; propriété 
qui,.dans lellipse ,‘n’appartient . généralement: qu’au 
centre, seul point autour duquel elle est <pmitnique- 
ment Rio 

Les axes de coordonnées obtiques gti, nous suppo- 
sons ici l’existence , couperont donc toujours, lellipse 


suivant deux diamètres inclinés l’un sur l’autre d’un 
certain angle convenable pour la réduction dont il s’agit. 


Les diamètres qui se combinent ainsi ensemble ;; sorit 
dits conjugués, 

Pour reconnaître si lellipse a , plusieurs Évstimes de 
diamètres conjugués, et quelles sont leurs positions, 
reprenons son équation rapportée au centre et aux 
rectangulaires, laquelle est 

A°y° + B?x° — A°B; 
de plus, puisque les diamètres conjugués ; s il en existe, 
doivent se couper au centre’ de Ré geR ÿ| ñ suffira dém- 
ployer les: formules | 


x = à COS à TE ‘COS &’, y —x" sin a+ y sin # 
qui, serYent . à passer: d’un système de cordonnées rec- 
tangulaires à des coordonnées quelconques qui ont la. 
même, origine. En substituant ces valeurs de set de y 
dans, l'équation. de l’ellipse, qui est 

A%y9 rie = AB, 
dE déyient 
{ (A?sim°æ Se npeig DPe scee æ+-B°cos° a) 
Ho (Asinæsin # # + B? cos & cos &') x'y” 
Pour que cette équation soit de même forme que celle 
qui est relative aux axes, il faut qu’elle ne contienne 
point le rectangle x° y” des coordonnées. !l faut donc 


"pans 
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profiter de lindétermination de « et de «’ pour faire 
disparaître ce terme, en rendant son coeflicient nul, 
ce qui donne la condition 

… Asmesin a+ B° cos # cos & — 0, (1) 
et l'équation. de la.courbé se réduit à 
(A?sin?++ Bicos’a'}y"?4- (APsin?e + B'cos*à) x? — A°B°. 
162. Cherchons à interpréter les résultats que nous 
venons d'obtenir. La condition qui existe entre « et &’ 
ne suffit pas pour déterminer ces deux angles; elle fait 
seulement connaitre lun d'eux quand Piutre af connu. 
On peut donc prendre l’un des deux à volonté, et par 
conséquent il existe une infinité de systèmes de coor- 
données obliques tels que ceux HUE RUHS cherchons. 
Un de ces systèmes est celui mème des axes de Pel- 
lipse; ‘car la rélätion de & et de «&’ est satisfaite quand 
on supposeisin & — 0, et cos # — 0; ce qui fait coin- 
cider les x' avec les x, et les y” avec les y. Aussi, par 
ces’suppositions, rétombe-t-on sur l’équation aux axes. 
On satisferait encore aux conditions données , en faisant 
it d”=— 0, cos 4 — 0; ce qui donnerait encore léqua- 
tion aux axes, avec cette seule différence , que les x 
coïncideraient avec les y, et les y” avec les x. 
nGesont lv les seuls systèmes de diamètres conjugués 
qui puissent ‘être rectangulaires. En effet, PARUS 
qéil y'en'ait dautres, 6 devront, ainsi que les précé- 
dens,: satisfaire à lé condition 
Fe BE IEID, RUES RUE go°, où d — 90 +»: 
ce qui donne - 
sin &°— sin go° cosæ + cos 90° sina— + COS «, 
-c05æ" == 08 90° cos & — sin JO? Sie === Sin « ; 


or, ces valeurs étant substituées dans l'équation de 
condition TR, 
A? sin «sin &’,4- B cos & cosæ — 0, 
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elle devient 
(A— B°) sin « cos à = 0; 


et comme on ne peut pas disposer des quantités A et B 
qui sont données par la nature de lellipse que lon 
considère, on ne peut y satisfaire qu’en faisant sin &—0, 
OÙ COS & — 0; suppositions qui nous ramènent précisé- 
ment aux deux cas que nous venons d'examiner, et qui 
nous conduisent toujours à l'équation aux axes. 

Si Pellipse se changeait en un cercle, on aurait A= B, 
et Péquation de condition se trouverait satisfaite d’elle- 
même, quelque valeur que lon voulût donnerà Pangle«. 
Ainsi, dans le cercle, tous les systèmes de: diametres 
conjugués sont rectangulaires, au lieu que dans l’el- 
lipse, les axes seuls jouissent de cette propriété. 

163. On pourrait voir également, par larseule ana- 
lyse, que les systèmes des coordonnées qui peuyent ré- 
duire l'équation: de Pellipse à contenir seulement les 
carrés des variables, ont nécessairement leur.origine à 
son centre. Car si l’on prenait les formules de transforma- 
tions les plus générales, on trouverait que les termes qui 

ransportent l’origine, introduisent.dans la transformée 
les premières puissances des variables, et doivent: néces- 
sairement être nuls pour que ces prussapqes dÉpArAiSEnt. 

164. En faisant ‘successivement y =0,x:=0,, ;on 
aura les distances de Porigine des LATE aux 
poiuts dans lesquels fa courbe coupe les diamètres auxz 
quels elle est rapportée. SilPon représente ces, distances 
par A'etB, la première e étant comptée sur Vaxe des S'4 ; 
on trouve 


A’ L A°B° B o | Le A2B° | ï 
à = c'.! ET mr « si { € L 
Afsin*x + B°cos° «? Asin“a" = B°cos «* 


ct Péquation de la courbe devient 
A" y"* + B'2 2 — A2 Bb 


1 , si à | à à S (Pa 
2A', 2B', représentant les longueurs des deux diamètres 
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tonjugués. On appelle paramètre d'un diamètre une 


troisième proportionnelle à a ce diamètre et à & Là 3 con— 
/2 


B 
jugué : d’après cela, 7 est le paramètre du diaiéire 


fa 
2 | k où dE 
2A", et —— est célui de son conjugué 2B’. Nous ne 


férons pas un usage particulier de ces quantités, et 
nous n’en parlons que parce qu’elles sont fréquemment 
employées dans les traités synthétiques. 

165. Si lon multiplie l’une par l’autre les valeurs 
de A”? et de PB’ ?, il vient 


AB 


L. © D ON DRE CV RE SR SP ETES ER 
Aïsin?z'sin°z-}+À°B(sin’acos"e+ cos'asin°z" )}Bicos"xcos"x' 


| 
résultat qui peut se mettre sous la forme 


ÀB# 


À’ 2B'2— re 
(Asine’ sinæ-B’cose /cosæ)*+ ABsin°(a — x) 


La première partie du dénominateur s’évanouit en 
vertu de la relation qi existe entre «et #; et, en réu= 
nissant les autres termes, on a simplement 


map mn on, 

S Sin® (a «)" 
qui donné | | 
AB — A’B sin (à — x). 

& — a est l'expression de l'angle B'AC’ que forment 
les deux diamètres conjugués entre eux (fig: 59). Par 
conséquent, A'B' sin (æ — à) exprime Paire du paral- 
lélogramme AC'R'B/.: cette aire est donc égale au 
rectangle ACRB formé sur les axes; d'où résulte ce 
théorème que, dans l’ellipse, le parallélogramme 
construit sur deux diamètres conjugués quelconques, 

est équivalent au rectangle construit sur les axes. 
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166. L’équation de condition ‘entre les angles .«, #, 
étant divisée par cos e cos 4’, devient | 

A°tang e tang & Æ B°— 0. CR 

Avec son secours , on peut aisément éliminer l'angle 4 
de l'expression de B'?, ou Pangle # de Pexpression de A2; 
pour cela, il n’y a qu’à transformer ces expressions de 
manière à y introduire les tangentes des arcs au lieu 
de leurs sinus et cosinus, ce qui est facile, puisqu'on a 
toujours 

















è tang’æ 1 
2 ES . 2 
sin’æ — : < cosañ== — — 
1 + tang'æ 1 + tang'a? 
À tanc’e” 1 
sine — CEE cos'æ — 


1 + tang'e”? 1 + tang'e" 
Ces valeurs substituées dans A‘2et B?, donnent 
A°B°(1 + tang’æ) pr A°B’(1 Htang'e) 
A tang’æ + B° 

Maintenant, si lon veut éliminer # de la seconde, il 
n'y à qu'à y remplacer tang « par sa valeur, déduite de 
Véquation (1); et ; après les réductions ; il vient 

p' — Aftang’e [Bt DOUTE 

A°tang’eb+ B°? 
de sorte que le dénominateur est le même que celui 
de A". Or, si Von ajoute ces quantités ensemble, le nu 
mérateur commun 
A2B° - AfB? tang?e HAftang « + Bf 
peut se mettre sous cette forme, | 
B’(A° +4- B°) + A° tang'a(B°+ A°), 

ou enfin (A2 + B°) (A%tang’e + B°). 
Cette somme prend donc alors pour facteur commun 
le dénominateur même; et faisant partir celui-ci par la 
division, 1l reste 
A" + B2— A + BB’; 








| 
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Cest-àa-dire que, dans l’ellipse, la somme des carrés 


de deux diamètres conjugués est toujours ‘égale à la 
somme des.carrés des deux axes. 
167. Les trois équations 


A? tang & tang æ + B—0, 
AB— A'B sin (&'—«), 
A2 A? BA + B° 


suffisent pour déterminer trois quelconques des six 
quantités 


À, B, A’, B’, %) #, 


| lorsque les trois autres sont counues : elles peuyent par 


conséquent servir à résoudre toutes les questions rela- 
tives à la recherche dés diamètres conjugués, quand on 
connaît les axes, et réciproquement. 

168. En comparant la première de ces none 


avec la relation trouvée dans Part. 144, pour que deux 


droites menées des deux extrémités du grand axe se 
coupent sur l’ellipse, on voit que les.angles &; 4", satis- 
font à cette condition. IL est donc toujours possible de 
mener, par les deux extrémités du grand axe, deux 
droites qui se coupent sur Pellipse, et qui soient paral- 
lèles à deux diamètres conjugués donnés ; ce qui $ac- 
corde avec cé qu’on a vu dans Part. 153. 

De là il résulte un moyen très simple de trouver 
deux diamètres conjugués qui fassent entre eux un 
angle donné, en supposant que Pon connaisse les axes 
de lPellipse. 

Sur lun de ces axes on décrira un arc de cercle ca- 
pable de Pangle donné. Par un des points ôù cét arc 
coupera Pellipse, on mènera aux extrémités de axe 
des cordes supplémentaires; elies seront parallèles aux 
diamètres cherchés. Ainsi, en leur menant des paral- 
Iles par le centre de P Lis , On aura ces diamètres. 

On fera cette construction sur le grand axe , si angle 
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donné est oblus; sur le petit, s’il est aigu. Lorsque cet 
angle sortira des limites assignées pour les diamètres 
conjugués , le problème sera impossible, et Parc de 
cercle ne coupera pas la courbe. 

Il est visible que cette construction s accorde avec les 
équations précédentes et ayec les considérations de Par- 
ticle 144. On pourrait aisément la traduire en analyse; 
et, en la combinant avec l'équation de l’ellipse, on 
trouverait le..nombre des solutions et les conditions 
d'impossibilité. Je laisse cette recherche à faire aux 
élèves qui voudront s'exercer. 

169. Si Pon demandait que les diamètres conjugués 
cherchés fussent égaux entre eux, on n'aurait qu’à 
égaler les valeurs de A’*etde B°?, trouvéesdans l’art. 166, 
en fonction de tang” #; et, après avoir divisé toute l’éga- 
lité par le facteur commun A°— B*, il restera 

ré ee | B 
A’tang a —B"; d'où tange = + Z- 
Cette valeur étant substituée dans l'équation de con- 
dition éntre les deux tangentes , il en résultera 


A MR 

tang & — ER À: 
On voit aim:si que les tangentes des deux angles cherchés 
sont égales et de signes contraires; Pun des signesétant 
relatif à un des diamètres, et l’autre à son conjugué. Si 
donc, par les extrémités des axes de lellipse, on mène 
des cordes BC, B'C (fig. 60) , les diamètres parallèles à 
ces cordes seront conjugués et égaux. 

L’ellipse rapportée à ces diamètres a pour équatiom 
LA VE SE fa 

Y*+x"—=A"”, 

qui est analogue à celle du cercle entre les coordonnées 


rectangulaires. 
170. Parmi toutes les cordes menées des extrémités 


| 


\ 
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.B, B'’ de axe à ün même point de la courbe (fig.60), BC 
_ebB'G sont celles qui comprennent le plus grand angle : 


par conséquent , l'angle obtus, formé par les diamètres 
conjugués égaux , est le plus grand de tous ceux qui 


sont formés par deux diamètres conjugués. 


171. Reprenons maintenant l'équation 


dt + 132 x"? — A’? B'2. 


. Pour plus de simplicité, nous supprimerons les accens 
des variables x’, y’, en nous rappelant toutefois qu’elles 


se comptent sur des axes obliques, et nous écrirons 


À + + B'? x° — A'2 B'2. 


Cette relation étant absolument de mème forme que 
celle qui est relative aux axes, toutes les propriétés in- 


dépendantes de l’'inclinaison des ordonnées seront com- 


 munes aux axes de l’ellipse et à ses diamètres conjugués. 


Ainst, chaque diamètre divisera en deux parties ég sales 


les Het parallèles à son conjugué; mais comme ils 
he sont pas à angle droit lun sur Pautre, la courbe ne 


sera pas symétrique de part ét d'autre de chacun d'eux. 
De plus, la valeur de y* étant 


BAT. 
cs PER ; 


on aura, en nommant y’, x”, les coordonnées d’un 





autre point de la courbe, 


PU CA hr) (x), 

MAL (A' (A! 4 x") (A (AS 
A'Æx, A’— x, soni les distances du pied de l’ordon- 
née MP aux extrémités B , b, du diamètre LAB (fig. 61) : 


_ les carrés des ordonnées aux diamètres conjugués sont 
donc proportionnels aux produits des sesmens qu’elles 
| forment sur ces diamètres. 


172. On tire de là un moyen fort simple de décrire 
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une cilipse lorsque l’on connaît deux de ses LE 
conjugués 2Â”,2B,et Pangle qu’ils fontentre eux. Sur le 
premier Bd, par exemple, on décriraune ellipse dont les 
_axes soient 2A° et 2B'; ensuite on inclinera les ordon- 
nées NP, N'P° sous l’angle donné, sans changer leur 
longueur, et les points M, M”, trouvés par ce e procédé, 
appartiendront à la coi ne c Lee 

178. L’équation de la ligne droite étant de même 
forme entre des coordonnées obliques qu’entre des 
coordonnées rectangulaires, la combinaison de la ligne 
droite et Ge Pellipse T'APPOPLES à des diamètres conji 
gués, dépendra des mêmes formules que dans le cas où 
cette courbe est rapportée à ses axes; et l’on obtiendra, 
par conséquent, dans ces deux systèmes, des résultats 
analogues. 


Nr £ Vangle que forment entre eux les 
diamètres conjugués 2A” et 2B° (fig. 62). Si, par le 
point D, pour lequel y —:0 , et x = A, on mène une 
ligne droite qui fasse avec axe AX un angle «, il ré- 
sulte de Part. 43, que son équation sera de cette forme, 


Va (x ASP RE 
sin (8 — «æ) 
Si, per le point D’, pour lequel F0 et x—— A", 
on mène une autre droite dont &’ soit l’angle avec FA 
es x, onaura 


». LA 
; ; x sin & 
= a (x + A = ————, 
c ); sin (8— «') 
Pour que ces droites se coupent sur l’ellipse, il faudra 
combiner leurs FR avec la suivante, 


AE + B’2x°— A"°25 
qui appartient à cette courbe : mais le système de ees 


équations étant le même que dans Part. 144, le résultä! 
entre a et a” sera aussi le même, et il Sod 


Aa +P?—0o 





» 
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pour la condition que les: droites se coupent sur lel- 
Jipse. Seulement icia eta’ ne désignent plusles tangentes 
trigonométriques des angles que ces droites font avec 
l'axe des x; elles expriment les rapports des sinus des 
angles qu’elles font avec les deux axes des coordonnées, 

174. Si l'on veut mener une tangente à lellipse par 


un de ses points, en nommant x”, y”, ses coordonnées 
rapportées aux diamètres, on aura 


A".y"? Br" — AR"; 
La tangente étant une ligne droite, et devant passer 
par ce point, son équation sera de cette forme, 
MP = AIT x )) 

a étant une constante qu’il s'agit de déterminer. 

Pour y parvenir, on combinera les deux équations 

récédentes avec celle de l’ellipse, qui est 
Pse ; 

| A2 ye + Hz — A" De 

en raisonnant comme dans l’art. 149; mais le.système 


des formules employées étant aussi le même , on trou- 
vera, comme dans ce cas, 


B/2 x" 
Pre As WCT 2 
ae 
et l'équation de la tangente deviendra 
RER D TAn. “ 
Dre n ee (nu), 


ou, en réduisant 
My irn 2 A 0 D: 

c’est-à-dire qu’elle aura la même forme que dans le 
cas des axes. IL est visible que lexpression de la sou- 
tangenie qui &’en déduit sera aussi la même. 

Si, par le centre de lellipse, qui est aussi Porigine 
des coordonnées, on mêne une ligne’droite , son équa- 
lion sera de cette forme, 


ET @e: 
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Si cette droite passe par le point de tangence, il faudra 
que l'on ait 


# 
1 C4 


pe ax; ORDER EME À. - 


Cette valeur de a” étant multipliée par celle de a, qui 
convient à la tangente, il vient 
a 
aa —=— + 

En comparant cette relation avec le résultat de Particle 
précédent, on voit que le point de tangence. est sur une 
ellipse rapportée à des diamètres conjugués. parallèles 
à ceux de la proposée, et dont le rapport est le même. 
Cette ellipse psstant par lorigine des coordonnées et 
par le point où la tangente rte Paxe des x, un de 
ces diamètres est la distance de ce point à l’origine. 

175. Ceci fournit un moyen de mener une tangente 
à l’ellipse par un point pris sur cette courbe, sans con- 
naître ses axes (fig. 63); pour cela, de ce point M, 
menez au centre le diamètre AM; et alors, par l'extré- 
mité D’ d’un autre diamètre quelconque, tel que DD”, 
menez D'N parallele à AM : MT parallèle à DN, sera la 
tangente demandée. Cela se prouve aisément en appli- 
quant iei le raisonnement dont nous avons fait usage 
dans Part. 152. 

Les données employées dans cette construction sont 
un diamètre DD’ et le centre À. Or, ces deux choses 
sont faciles à déterminer , lorsque lellipse est donnée; 
car, à travers cette ellipse, tracez deux parallèles quel- 
conques terminées à la courbe; et, par le milieu de 
ces lignes, menez une droite : ce sera un diamètre qui 
passera conséquemment par le centre. Menez deux 
autres parallèles dans une autre direction, vous aurez 
un second diamètre, qui passera aussi par le centre; et 
ainsi le centre sera déterminé par Pintersection de ces 
diamètres. 
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© 176.S1lon mènele diamètre AM", fg.63, parallèlement 
à Ja tangénte MT, la tangente au point M’ sera parallèle 
à D’ N. , et par conséquent à AM : les deux diamètres 
AM, AM, seront donc conjugués l’un à lautre, et 
l'angle M'AM, compris entre eux, sera égal à l’angle 


D'ND formé par les deux cordes supplémentaires qui 


leur sont respectivement parallèles, 

Aïnsi, pour avoir deux diamètres conjugués qui 
fassent entre eux un angle donné, il faut, sur un dia- 
mètre quelconque DD", décrire un are de cercle ca- 
pable de cet angle (fig. 65). Par le point N, où Parc 
coupera ellipse on mènera aux extrémités du dia- 
mètre les cordes DN , D'N, qui seront respectivement 
parallèles aux diamètres cherchés : on pourra done 
mener ceux-ci, puisque le centre de lellipse est d’ail- 
leurs connu, 

177. Si les diamètres demandés sont les deux axes 
de Pellipse, leur angle est droit , et Parc de cercle de- 
vient concentrique à la courbe (fig. 66). Ainsi, pour 
trouver les axes d’une ellipse donnée, lorsque l’on con- 


nait son centre, il faut, sur un quelconque de ses dia- 


mètres, décrire une circonférence de cercle; par un 
des points d’intersection mener des cordes aux extré- 
mités du diamètre , et, par le centre, des parallèles à ces 
cordes : ce seront les axes demandés. 

178. Il serait facile, en suivant la marche que nous 
avons tenue , de revenir de l'équation 


la:,c / LPS , ‘ 
À FH+B°x—=A"B?, 


relative aux diamètres conjugués, à celle qui appartient 
aux axes : On retomberait ainsi sur les relations que 
nous venons d'établir, et il devient par conséquent 
inutile que nous nous y arr étions plus long-temps. 


. 
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Sur Equation polaire de l’Ellipse, et sur la. 
mesure de sa surface. 


179. L’ellipse n’est pas, comme le cercle , une courbe. 
symétrique dans tous les sens autour de son centre. 
Cest pourquoi , lorsque nous la rapportons à des coor-. 
données polaires, composées d’un rayon vecteur r et 
d'un angle # formé par ce rayon ayec une droitefixe, 
nous pouvons prévoir que l'équation ainsi transformée, 
devra, outre les élémeñs propres à l’ellipse même, ren- 
fermer des termes qui dépendront de la position de 
ses axes par rapport à la droite fixe, d’où l’on compte 
les angles s. Le mélange de ces deux sortes de données 
fuit qu'il devient avantageux pour la simplicité de ne pas 
introduire les coordonnées polaires dans l'équation de 
Pellipse rapportée à ses axes,.:mais dans l’équationrela-. 
Uye à deux diamètres conjugués, dont lun soit paral- 
lèle à la droite d’où on veut compter les angles . 

Soit donc (fs. 67) OX’, cette ligne, et CA’, CB, deux 
diamètres conjugués, dont le premier lui est parallèle: 
Vangle B'C4', scra déterminé par la nature de lel- 
lipse : nous le nemmerons #. Du point O ‘choisi-.pour 
pêle, menons OP’ parallèle à CB’, et nommons x’, y’, les 
Jongueurs CP’, P'O; ce seront les coordonnées rectilignes 
Gu pôle relativement aux deux diamelres. En répé- 
tant Ja même consiruetion pour un point quelconque. 
M de Pellipse, nous formerons de même ses coordon- 
nées rectilignes CP , PM, que nous désignerons généra- 
lement par x, y, et l’on aura ainsi en général 


CP— CP +Q0, PM —OP+QM. 


Or, QO et QM sont les côtés du triangle obliquangle 
OQM, dans lequel Pangle O est », Pangle Q ‘est 
189° — », et le côté OM est r; ce qui donne 
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r Sin # r sin (& — 
DO OO EE) 


sin © sin © 





En substituant ces valeurs dans les relations précé- 
dentes, etremplaçant les autres lignes par les expressions 
analytiques que nous leur avons attribuées, il vient 





y, rSsin(æ— v) = rsiny 
LL + — + — = ÿ + ———; 
+ ne 2? Ga) TE sin © ? 


ce sont les valeurs des coordonnées parallèles aux 

diamètres conjugués, en fonction des coordonnées po- 

laires r et #. Il ne reste plus qu’à les substituer dans 

Péquation de Pellipse rapportée à ces diamètres. En 

représentant CA’ par A”, et CB’ par BP”, cette équation est 
A"°y° _. B'2+2 — A"2B'2. 

180. Avant d'effectuer la substitution, il est bon de 
nous rappeler que les valeurs de A’, de B”, et de w ,sont 
liées avec les longueurs et la position des axes de Pel- 
lipse, au moyen des trois relations trouvées n° 167; 
car w est représenté dans ces équations par & —%«, 
c’est-à-dire par la différence des angles que le premier 
axe de lellipse forme avec les deux Almtus conjugués 
gue lon considère. On pourraitdonc; à laide de ces rela- 
tions, déterminer les trois quantités A’,B',0, a, SiP où con- 
ANR OTe longueurs A etBdes deux ad -axesde lellipse 
et l'angle, que le premier de ces axes forme avec la 
droite OX, d’où on compte les angles #. Or, récipro- 
quement, onobtiendra À etBet æ, si A”, B’, et w étaient 
données. En effet, dans ce cas, les deux dernières rela- 
tions citées , détermineraient A et B; et en éliminant 
de la première, au moyen de sa valeur & — # +0, 
elle donne 


A? tang” & + (A°— B°) tang « tang © + B° — 


ce qui fera connaître tang «, et par suite, lang As &è 
lui-même. 


181. Ceci convenu, chassons les coordonnéesrectilignes 
x, y, de Péquation de l'elli pse,en lesremplaçant par leurs 
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valeurs en r et ». Le résultat , ordonné suivant les puis- 
sances de #, est 


fr L T 
A"sin°r —_— + 2A"y" sin + A y 
sin’ sin © 
+ B''sin(w— v) + 2B'?x'sin (o— #) + Br? — 0. 
— À'2pB'° 


Si l’ellipse se changeait en un cercle d’un rayon R, on 
aurait généralement A'= B'—Rk, et l'angle © des deux 
diamètres conjugués deviendrait égal à 90°, ce qui don- 
nerait sin © — 1, et sin (æ—1 ) — cos ». Alors le coelli- 
cient de 7° deviendrait égal à 1, et l’équation divisée 
par A”, se réduirait à 

+2 (y sinr + x cos #)r + y Lai —R=0; 
ce qui est, en effet, le résultat trouvé, n° 124, pour 
Péquation polaire du cercle, On voit que, dans ce cas, 
il ne reste plus aucune trace de Pangle #, qui, dans lPel- 
hipse, sert à déterminer la position du premier axe, re- 
lativement à la ligne d’où l’on compte les angles w; et, 
en effet, en vertu de la forme symétrique du cercle, la 
direction de cet axe est absolument indéterminée, 
puisqu’il est le même partout autour du centre. 

Mais, à cette seule modification près, qui dépend de Ia 
différence des deux courbes, on peut appliquer en tout 
point à l’équation générale trouvée ci-dessus pour l'el- 
hpse, le mode de discussion que nous ayons suivi pour 
l'équation polaire du cercle, page 200 et suiv. On pourra 
en déduire de même la marche de cette courbe, ses limites 
ettoutes ses propriétés relatives au point choisi pour pôle, 
soit que ce pôle se trouve situé sur le contour même de 
lellipse, ou dans l'intérieur , ou au dehors. Les élèves 
feront bien de s'exercer à développer cette analyse. 

182. Je me borneraï ici à l'examen d’un casqui présente 
des résultats particulièrement propres à lellipse. Cest 


L DE T'ELLIPSE. 253 


Li où le point choisi pour pôle scrait un des foyers 
mêmes de cette courbe, les angles # étant os à 
partir du premier axe AB, fig. 68. 

Dans ce cas, les deux diamètres conjugués A”, B’ ; sur 

_ lesquels se comptent les coordonnées FREE 4 ÿ 
du pôle, deviennent les axes mêmes de PEIH de , que 
nous désignerons par À et B; de plus, leur angle » est 
droit , et l'équation (i) ainsi modifiée, devient 

Asin®#] r°+2A°y'sins)r +A°y?+B'x° = A°B?. 
| RER —-2B° eo 
11 reste encore à exprimer que le pôle coincide avec un 

_ des foyers de lellipse. Or, pour cela, il faut savoir dans 
lequel des deux foyers on veut le placer. Car, ayant pris, 
par supposition , les x’ et les x positifs du même côté du 
centre où les angles # commencent, c’est-à-dire vers 
AX , l’abscisse du foyer F, situéde ce côté, sera positive, 
et celle du foyer F”, situé de l’autre côté du centre, sera 
négative; en sorte que, si c’est F que l’on veut via 
les coordonnées du pôle seront 


Pi dom le WAR TR, 
et , si c’est F”, elles seront 

Nadia. VAR, 
Quelle que soit ceile de ces deux valeurs qu'on adopte, 
le carré de x’ sera toujours le même; et, en y joignant Ja 
condition de y’ nul, l'équation (1) deviendra 

(A? sin° # + B°? cos? ) 7° + 2B°x’cosv.r = Bi. 
Si on la résout par rapport à r, on trouve sous le radical 
la quantité 
Bt(A° sin°# + B'cos° ») + Biz’? cos», 
qui, en mettant pour 2’? sa valeur A°— B°, se réduit à 
A°Bf(sin° y + cos») ou  A’B'; 
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ce qui donne pour r ces deux valeurs rationnelles, 


__  B'(x'cos# — A) B° (x' cos » + A 
T's SR EEE ECRIRE %' FT LVEX: & pan = À — TPETETTS EC FREE % 
A’sin*v + B'cos’1”? Asin°v + B'cosv 


Ces deux valeurs peuvent encore être mises sous une 
forme plus simple; car on a 


Asin?y + B'cos°v— A? (A°— B°)cos? #— A7 x"2cos"v, 


Or, la quantité A — x # cos” » est le produit des deux 
facteurs À — x’ cos v, A x’ cos », et chacun de ces 
facteurs se trouve aussi au numérateur dans l’une ou 
autre des expressions précédentes de r; ainsi, en le 
supprimant ,on aura pour r ces)deux expressions plus 
simples, 

B° | B°? 


la A/S e. 
FA COS 4 ? A — x" cos 


[LS 





IL faut maintenant discuter ces valeurs dans les deux 
suppositions où Fon prendrait pour pôle le foyer F 
situé du côté des x” positifs, ou le foyer F”, situé du 
côté des x’ négatifs. | 

183. Commencons par le premier cas : z'étant positif 
el moindre que À, le produit de x’par cos w, quiest tou- 
jours une fraction, sera également positif et moindre 
que À; ainsi, quelque changement de signe que cos » 
subisse dans lé différens dattes ; les déte étoile 
teurs AL x’cos sv, ÀA— x" cos », resteront toujours 
positifs; or, le carré B° qui forme le numérateur des 
deux racines, est toujours Ce par lui-même; ainsi, 
a première valeur de r où ilest affecté du signé +, 
sera toujours positive , et donnera des points Eee 6 ae l 

ourbe; tandis que la seconde, qui a un numératéur 
négatif — B*, donnera toujours des valeurs négatives, 
et ne devra pas être employée. Tous les points de la 
courbe seront donc alors donnés par la première va- 
leur de r. | 


hi 4 
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La même chose arrivera encore dans le second cas où 
le pole est placé au foyer F”. Alors x’ est négatif; mais 
le produit 2’ cos # est toujours moindre que A; de 
sorte que.ces deux dénominateurs restent positifs. La 
première valeur de r est donc encore la seule positive, 
par conséquent la seule-qui donne-des points réels de 
la courbe. Ainsi, élle est, dans tous les cas, la seule 
qu'il faille employer ;: quand on compte les angles » 
continüment de 0 à 360°,. comme nous sommes çon- 
yenus de le faire. 
184. S1, pour plus de simplicité, on fait 


A2—p2 ME. 
—.— "= «*, onaura B— A?(1—e*), etx = %#Ae, 
PAT E 


ne ts 








les deux signes + et — répondent aux deux positions 
du pôleen B ou en F’;ces valeurs étant substituées dans 
Pexpression positive de r, elle devient 

À (1 —e°) : HiChnie) 

AR PE Et ss OÙbien...#—= 

lèpre COS P 0 0 1—e cos ? 
La première répond au cas où les angles # sont comptés 
depuis le sommet de lellipse le plus voisin du foyer 
qui sert de pôle, et la seconde répond au cas où les 
angles # sont comptés , toujours re le même sens, à 
partir du sommet le plus éloigné. L'une et Pautre forme 
est souvent usitée en ue pour le mouvement 
des planètes, parce que ces astres décrivent des ellipses 
dont le soleil occupe un des foyers. 

185. La forme générale que nous avons trouvée plus 
haut pour l'équation polaire de l’ellipse, peut servir à 
reconnaître siune équation donnée entre r et #, appar- 
tient à une ellipse ; ét, dans le cas où’cela à lieu , elle 
peut servir à déterminer les élémens de Pellipse, c’est- 
à-dire les valéurs des axes , leurs positions, et celle du 

centre, relativement au point choisi pour pôle. C’est une 
recherche sur laquelle les élèves pourront s'exercer. 
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186. Dans ce qui précède , nous avons déduit de la seule 
équation de l’ellipse toutes les circonstances de sort 
cours; réciproquement, une seule de ces circonstances 
qui serait particulière à lellipse, sufhirait pour faire 
retrouvrer son équation. 

Proposons-nous , par exemple, detrouver une courbe 
telle, que la somme des distances dé chacun de ses points 
à deux points donnés, soit constante et égale à 2A. 

Soient F, FE”, les deux points donnés, fig. 68. Plaçons 
l’origine des abscisses en À, au milieu de la hgne FF", 
que nous représenterons par 2c; puis, supposant que M 
soit un point de la courbe, nommons AP, x, PM,/, et 
désignons par r, 7’, les distances FM et FM : nous au- 
rons, pour les équations du problème, 


By Ga), my (ex), 
rh 7 —92A. 


Ajoutons et retranchons succéssivement les deux pre- 
mières équations membre à membre ; il viendra 


DH y x + c, PR kcx, 


La seconde de celles-ci peut. se mettre sous cette forme ; 


(+ r) (r' — r} = ex: 
‘ Q Là $ le » 
Substituant pour r' + r sa valeur tirée de l'équation 
r' +r=92A, 
il vient 
i 2CX 
1er Pie 
À » 
d’où, en vertu de la précédente, on tre 
cxlà es cx 


F=A+—; re 


Nettant ces valeurs dans léquation qui donne 7/2 7°; 


1 vient 
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A? + ER es vd he LA A 
ou A°(y° + x?) — c°x— A? (A2 — 0°). 


Lorsqu'on fait x nul, cette équation donne 

jee A2 — €, 
Cest le carré de l’ordonnée de la courbe à origine. 
Comme c est nécessairement moindre que À, d’après 


les données de la question, cette ordonnée est réelle, 
et en la représentant par B,ona 


B° — A? — c?. 
Si Von tire de ce résultat la valeur de c, et qu’on la 
substitue dans l’équation de la courbe, cette équation 
devient 
À°y° + 132x°2 — A°B>?, 

qui est l'équation d’une ellipse rapportée au centre et 
à ses axes. 

187. Avant qu’on eût éliminé les quantités 7 et 7’, 
l'ellipse était caractérisée par l’une ou l'autre des équa- 
tions 


aussi bien qu’elle l’a été ensuite par l’équation en coordon- 
néesrectangulaires à laquelle nous sommes parvenus; car 
les distances r et r étant variables en même temps que 
l'abscisse x , peuvent convenir successivement à tous les 
points de la courbe, et servir à les déterminer lorsque 
x est connu. On peut donc regarder Îles variables 7 et 
x, ou 7 et x, comme formant un véritable système 
de coordonnées qui ne sont plus rectangulaires; mais 
il faudra se rappeler que lorigine desrayons vecteurs est 
différente dans ces deux systèmes ; car ils partent de F”, 
lorsque l’on prend Péquation 
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ct 
l=A+TS; 


et de F, lorsque l’on emploie la seconde 


r = À — sa 

À 
188. Si l’on veut aussi compter les abscisses x, no 
plus comme nous l'avons fait, à partir du centre , mais à 
partir du même point, que lon prend pour Porigine 
des r ou r', il faudra faire une nouvelle transforma- 
tion; par exemple, si Von veut que ce soit à partir du 
point F’, en nommant x’ une nouvelle abscisse positive 

telle que F'P, on aura 


FSC 
ce qui donne 
L {x — c) 
T7 — À —- C + VUE 


Dans le second cas, si l’on nomme x’ une nouvelle ab- 
scisse positive, telle que FP, on aura 

L'=T—0C; 
ce qui donne 





Fr — . 


ae Œ+ à) 


Les x’ positifs de la première de ces suppositions 
donnent pour 7° les mêmes valeurs que les x’ négatifs 
de la seconde , et réciproquement; en elfet, cette cor- 
respondance est une conséquence nécessaire de la forme 
symétrique de Pellipse par rapport à ses deux foyers; 
car la portion de cette courbe située à droite du foyer 
F, est identique avec celle qui est à gauche du foyer F', 
et de même pour les parties opposées. 
189. Ces équations où l’origine est à l’un des foyers, 
rennent une forme très élégante, lorsqu'on yintroduit ; 
au lieu de l’abscisse x”, les angles MFP où MFP, formés 
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par le rayon r où r ayec l'axe. Eu effet, soit l'angle 


MFP, on aura dans la dernière équation où l’origine est 
au foyer F, 


Lait COS 
Si, de plus, on fait 
Che; 
e sera le rapport de Pexcentricité au demi-grand axe, 
et par la substitution de ces valeurs, l'équation devient 


. r=AÂ—e (7 cos y + Ace); 


ou, en tirant la valeur de 7, 


À (1 —e) 


rx eu © ——— 


1 + e côs »? 


silon fait la même transformation dans l'autre formtile, 
en appelant #’ Pangle MF'P, on aura également 


F4 cp? / 
2} COS, 


et, en faisant de même 


c = À, 
il mendra 
A Ne A 32 
1 — e COS # sy 


équation qui ne difière de la précédente que par le 
signe du terme où e entre à la première puissance. Ces 
deux formules sont les mêmes que nous avons déjà trou- 
vées dans l’article 184, où nous les avons déduites im- 
médiatement de l'équation de l'ellipse transformée en 
coordonnées polaires. 

190. Pour ne rien omettre de ce qui peut intéresser 
‘relativement aux propriétés de l’'ellipse , je vais donner 


17 


260 DE L'ÉLIIPSE, 


ici la mesure de la surface, quoique cette recherche. 
nous écarte un peu du but analytique que nous nous 
sommes généralement proposé. 

Nous avons vu (n° 141) quest, du centre de P ellipse y 
avec un rayon égal au dei fol axe, on décrit 
une MobhférEneo) de cercle, en nommant y et Y les 
coordonnées de ces deux courbes, qui correspondent 
à la même abscisse, on a toujours 

L'pne Ft D'ART ee ee _ 

Les aires de l’ellipse et du cercle sont aussi dans.le 
même rapport que ces ordonnées. 

Pour le faire voir, inscrivons à la circonférence 
BMM'B" un polygone quelconque , et de chacun de ses 
angles menons des perpendiculaires à l'axe BB’ (fig. 69) : 
en joignant les points où ces droites rencontrent lel- 
lpse , on formera un polygone intérieur à cette courbe. 
Or un quelconque des trapèzes PNP'N'de ce polygone 
aura pour mesure 


(PN + P'N 
Fs ; 


* 


ob, PP, ou (x— x) Cine fe 


Le trapèze correspondant PMP'M" dans le cercle, aura 
pour mesure 


M à / 
re PP, où (x—x) 


Œ+Y) 
Ces trapèzes seront donc entre eux dans le rapport 
constant de B à A. Les surfaces des polygones inscrits 
dans Les deux courbes seront aussi dans le même rap- 
port; et comme cela à lieu, quel que soit le nombre 
des côtés de ces polygones, ce a sera encore celui 
de leurs limites; d’où il suit qu’en désignant par s setS 
les aires de Vellipse et du cercle, on aura 
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D 
S-' À” 


c’est-à-dire que Paire de Pellipse est à celle du cercle 
‘circonscrit comme le second axe est au premier. 

. En désignant par 7 la demi-circonférence dont le 
rayon égale 1, rÀ?sera l'aire: du cercle décrit sur le 
grand axe. On aura donc, pour l'aire de Pellipse, Pex- 
pression suivante : 


s— #.AB, 


et les aires de deux ellipses quelconques seront entre 
elles dans le rapport des rectangles construits sur leurs 
axes. On parviendrait au même résultat, en considérant 
la circonférence décrite sur le second axe. 

La même démonstration pourrait s'appliquer à deux 
courbes quelconques dont Les ordonnées, correspon - 
dantes aux mêmes abscisses, auraient entre elles un 
rapport constant; et il en résulte que ce rapport se- 
vait aussi celui de leurs aires entre les mêmes limites. 


De la Parabole. 


191. En prenant sur une des génératrices d’un cône 
droit à base circulaire, une distance arbitraire &, 
comptée du centre ,etmenant par son extrémité un plan 
coupant , incliné de l'angle c sur la génératrice dont il 
s'agit, nous avons trouvé pour équation générale de 
l'intersection 


y° cos* # + x°sinésin-(i+ 2») — ax sin 2 sin i— 0. 


Lorsque l'angle & égale 180°— 2v, le plan sécant de- 
vient parallèle à la génératrice opposée; et, s'étendant 
à l'infini sur une des nappes du cône, il donne pour 
intersection une courbe illimitée, qui se trouve tout 
entière sur cette seule nappe, et qui a reçu Île nom de 
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parabole. L’équation particulière de ce genre de courbes, 
s’obtiendra donc en faisant £— 180° — 2» dans l’équa- 
tion générale. Alors, le terme en x° disparaît , parce 
que le facteur sin (24 2#) qui entre dans son coefficient ; 
devient nul. Les autres termes se trouvent divisibles 
par cos’; et en supprimant le facteur commun, qui 
ne peut être supposé nul en général, puisque Pangle # 
est déterminé par Pouverturé du cône, il reste 


ÿ° — 4ax sin° # — o. 
Pour avoir les points où elle coupe l’axe des x 
(fig. 70), faisons y — 0, il viendra 
Le 08 
c’est-à-dire que cela a lieu dans un seul point, qui est 
l’origine des coordonnées. 


En faisant x=—0, on aura les points où elle ren- 
contre l’axe des y- Cette supposition donne 


LA = 0: 
c’est-à-dire que cela n’a lieu qu'à l’origine. 
Ainsi, la courbe n’a qu'un point de commun avee 
les axes des x et des y : ce point est Porigine des coor- 
données, et on voit qu’elle y est touchée par laxe 


des y. 


En résolvant son équation par rapport à y, D vient 
L'enguee V/4ax sin». 


Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires , 
la courbe est donc Are au-dessus et au-dessous 
de l’axe des x. 

+ négatif donne toujours y imaginaire, puisque a est 
une quantité positive, ainsi que sin°s : la courbe ne 
s'étend donc pas du côté des abscisses négatives, et elle 
est limitée , dans ce sens, par l'axe des y. 

x étant positif , les valeurs de y sont toujours réelles, 
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ét d'autant plus grandes que x est plus grand. La courbe 
s'étend donc indéfiniment de ce côté de Paxe des x, et 


elle a la forme représentée fig. 20. Puisquil ny a 


d’ordonnées réelles que dans ce sens, nous supposerons 
désormais x toujours positif. 

Le rapport du carré de Pordonnée y? à Pabscisse x 
étant, d'apres l'équation précédente, le même pour 
tous les points de la courbe, il s'ensuit que, dans la 
parabole, les carrés des ordonnées sont entre eux comme 
les abscisses correspondantes. 


192. La ligne indéfinie AX se nomme l'axe de la pa- 
rabole; le point À en est le sommet, et le eoeflicient 
constant 4a sin° 2# s'appelle le paramètre. 

Pour abréger, nous écrirons dorénavant 2p au lieu 
de,4a sin*s; et Péquation de la parabole sera ainsi 


Y=2Fx. 


193. Nous venons de voir que l'axe AX coupe en 
deux parties égales toutes les cordes que l’on peut mener 
dans la courbe parallèlement aux y. Mais il serait im- 
possible de trouver une ligne droite qui coupät en deux 
parties égales les cordes parallèles aux x , puisque ces 
cordes sont toutes infinies en longueur. Il n’en est donc 
pas ici comme dans Pellipse, qui avait deux axes rec- 

tangülaires doués de cette PEUpIELE et passant par son 
centre; la parabole n’en a qu’un seul parallèle aux x; 
ou , si l’on veut, l’autre parallèle aux y; est infiniment 
éloigné. 

194. En se rappelant Et marche que nous avonssuivie 
dans Part. 143, relativement à lellipse, on prouvera 
aisément que la quantité y* — 2 px est positive hors de 
la parabole, nulle sur cette courbe, et négative dans 
son intérieur. 


199. On peut décrire très simplement la parabole 
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de la manière suivante (fig. 71). On portera sur l’axe 
AX , du côté des abscisses négatives , et à partir de Pori- 
gine, une distance AB égale à 2p, ou au paramètre de 
la parabole. D’un point quelconque C, pris sur le même 
axe pour centre, et d’un rayon égal à CB, on décrira 
une circonférence de cercle. Du point P, extrémité de 
son diamètre, on élèvera la perpendiculaire indéfinie 
PM ;et, menant par le point Q la parallele QM à axe 
des x, le point M sera à la parabole. 
Car , par cette construction, 


PM—AQ, et AQ—AB.AP, d'où MP°—2p. AP, 


196. On a vu, en traitant des sections du cône, que 
la parabole n’est qu'une ellipse infiniment allongée. 
Comme cette analogie peut nous être fort utile pour 
prévoir avec facilité les propriétés de cette courbe, il 
importe de la vérifier. 

Considérons donc une ellipse dont les axes soient 
oÀ, 9B (fig. 72). En plaçant l’origine au sommet A et 
en comptant les x positives vers AX , son équation sera 


DB? 
 — 72 (2 Ax — x). 


La distance CF du centre de l’ellipse à ses foyers est 


v/A—EP*; en la retranchant, du demi-grand axe A, 
on a la longueur AF, dont Pexpression est 


AF — À —V'AÏ—B;:. 


C’est la distance CF du sommet de la courbe au foyer le 
plus proche. Introduisons cette quantité comme-une 


constante que nous représenterons par © , il viendra 


a—B:= (A —?) À 
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d’où Pon tire 
2 


B— ADP — re 


Substituant cette valeur dans l'équation de lellipse, 
elle devient 





ou, en développant 
Ro ee Pi fia D PEN NP 
Y —2pPx À (x 5 2 )+£ A: 


Si, dans cette équation , nous donnons successivement 
à À différentes valeurs, p restant toujours le même, 
nous aurons une suite d’ellipses dont les grands axes 
seront tous différens , mais qui auront toutes la même 
position du foyer F, et la même distance du foyer au som- 
met dela courbe. Or, en augmentant ainsi le grand axe, 
 lellipse s’allonge de plusen plus, sans que les ordonnées 
de ses différens points augmentent dans le même rap- 
port. En effet, considérons un de ces points dont lab- 
- scisse soit x, x étant une quantité finie , et voyons quels 
sont les changemens de l’ordonnée correspondante. À 
mesure que À augmente , x restant le même , les termes 
qui se.trouvent divisés par À et par A°, dans la valeur 
dey”, diminuent; enfin , lorsque l’on suppose A infini, 
æ restant fini, ces termes deviennent plus petits que 
toute quantité donnée, et la valeur de ÿy* se réduit à 
son premier terme, qui est indépendant de À : on à 
donc alors 


vi Pres 2 px n 
équation d’une parabole. Les ordonnées de cette para- 


bole approchent donc de plus en plus d’être égales à 
celles des ellipses, à mesure que À augmente; et lon 
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peut prendre À si grand, que la différence, mesurée à 
une distance quelconque du sommet de la courbe, soit 
moindre que toute quantité donnée. 

197. D'après cela, il devient naturel de penser que 
le foyer commun de toutes ces ellipses jouit, dans la 
parabole, de quelques propriétés analogues, autant 
toutefois que peut le permettre la correspondance de 
leur forme : c’est ce que le calcul va confirmer , comme 
on le verra tout à l'heure. Aussi ce point se nomme-t-il 
le foyer de la parabole; sa distance au sommet de la 


D y ? ? L 
courbe est £, c’est-à-dire qu’ellé est égale au quart du 
2 . 


paramètre. 

195. En cherchant les propriétés de ce point, il est 
visible qu’il ne faut s'attacher qu’à celles qui sont com- 
patiblés avec les modifications que les ellipses subissent 
pour dégénérer en parabole. Par exemple, on ne doït 
plus chercher la propriété relative à la somme des di- 
stances, puisque le second foyer se trouve éloigné in- 
définiment; mais on peut se proposer dé voir si à 
distance du foyer aux divers points de la courbe est 
encore exprimée , en fonction de lPabscisse, d’une nra- 
mère rationnelle. Or, ilest facile de s'en assurer; car FM 
étant cette distance (fig. 73), on à 


FM (é2) apr 8 pr HE #3); 
d’où Pon tire 


FM= x +. 


La distance d’un point quelconque de la parabole au 
foyer est donc exprimée, comme dans lellipse, par 
une fonction rationnelle de Pabscisse. De plus, sa valeur 
est égale à l’abiscisse du point que Pon considère, aug- 
mentée de la distance du foyer au sommet de la courbe. 
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Par conséquent , tous les points de la parabole sont à 
égale distance du foyer et d’une ligne BL. nrenée paral- 


lelement à Paxe des y, à une distance L Qu sommet : 
2 


cette droite se nomme la directrice de la parabole. 

199. De là résulte un second moyen de décrire une 
parabole dont le paramètre est connu. 

De part et d'autre du point A (fig: 73), on portera sur 
l'axe AX les longueurs AB, AF, égales entre elles et 
au quart du paramètre de la HAN LOIE : le point F en 
sera: le, foyer. Par ün point quelconque P de l'axe, 
on élèvera une perpendiculaire indéfinie PM, puis, 
prenant la distance BP, du point F comme Centee avec 
cette distance pour rayon , l’on décrira un arc de cercle 
qui coupera la droite PM en deux points M, "1; ces 
points seront à la parabole. 

. Eneffet, d’après cette construction , on a 


EM=AP+AB= + L. 


200. On peut aussi , d’après la même propriété, dé- 
crire une parabole par un mouvement continu , comme 
le représente la fig. 74. 

Pour cela, on UE contre la directrice BL une 
équerre be EQR: puis, prenant un fil d'une Îon- 
gueur constante, égale à QE, on fixera une de ses extré- 
nutés en E , et Petri en F, au foyer de la parabole; on 
tendra evisuite ce fil par le moyen dun style qu'on ap- 
phiquera contre laligne QE ; alors en faisant glisser 
Péquerre le long de la directrice, le syle glissera le 
long de QE, et décrira la parabole, 


En effet , on aura toujours 
FEM+ME=QM+4+ME, ou QM=—MF. 


201. Il est également facile de s'assurer que la double 


268 DE LA PARABOLE. 
ordonnée qui passe par le foyer de la parabole est ég sale 
à 2p, C'est-à-dire au paramètre. 

202. Cherchons maintenant à mener une tangente 
à la parabole, dont l’équation est 


Y° —=2 px. 
Soient x”, y’, les coordonnées du point de tangence 
qui est supposé donné, on aura 


Qi x À 
Y —2PT; 


et la tangente devant passer par .ce poînt.;son équation 
sera de cette forme, | 


ÿ—y —=a(xz— TE 
11 s’agit de déterminer a. | | 
Cherchons les points où cette droite , considérée 
comme sécante, rencontre la courbe. Pour ces points, 
les trois équations précédentes doivent subsister en 
même temps. Retranchant les deux premières lune de 
Vautre, il vient ; 


SIG + )= 2p (2). 
Mettant pour y sa valeur tirée de l'équation de la 
droite, le résultat est 


{2 ay" + (x — x") — 2 p}, (x — 2) — 0. 


Cette équation est, satisfaite quand æ&::— x"= 0; parce 
que le point qui a pour coordonnées x”, y", est une des 
intersections de la droïte avec la courbe: supprimant 
ce facteur, il reste 


2aÿ" + a (x —x")—2p=0o. 


Les deux intersections de la tangente avec la courbe 
devant se confondre en une seule, la seule valeur de x 
doit encore être x”, comme la première. L’équation pré- 
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cédente doit donc être satisfaite quand x = x”, et 


y —= y"; ce qui exige qu'on ait 


qu © 
a — 4 


et l'équation de la tangente devient 


) RE TAS = LE (x x"), 
À Arr y’ 


En faisant disparaître le dénominateur y”, et obser- 
vant que | 
y" — 9 P x", 


on peut lui dopiner cette forme 


3Y =r(x+x). 
Si lon double cette équation, et qu’on la retranche 
de la précédente, on trouve 


ÿ""—2ÿÿ ——2P%; 
ou, en ajoutant de part et d’autre y”, 


(y— y") = y" — 2px. 

La quantité y* — 2pxr est donc constamment positive 
pour tous les points de la tangente, excepté pour celui 
dont l’ordonnée est y”. Tous ces points, excepté celui 
de tangence , sont doncextérieurs à la parabole (n° 194). 

203. À l’aide de ces formules, on peut mener une 
tangente à la parabole par un point quelconque dont 
les coordonnées seraient x”, y”, et qui ne serait pas pris 
sur cette courbe. 

Car, ce point devant être sur la tangente, il faudrait 
qu'il satisfit à cette équation ; ce qui donnerait 


| YY"=P (+2); 
en y joignant la relation 


ya als ( 
Y —2PX ; 
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on pourra , au moyen de ces deux équations, dé: 
terminer les inconnues x", y”, c’est-à-dire les coordon- 
nées du point de tangence , qui seront en général du 
second degré; puis, en les substituant dans léquation 
de la tangente, celle-ci se trouvera déterminée, et 
passera par le point donné. Télimination de x" 
entre les deux équations précédentes donne 


y" — 2y'y"= 2px". 
4" aura donc en général deux valeurs, qui seront 
réelles, si la quantité 
y®—2p x” 

est positive. Cette condition sera satisfaite toutes les 
fois que le point donné sera extérieur à la parabole; 
et l’on pourra alors mener deux tangentes. Si le point 
est sur la parabole même , il »#”y en aura qu’une seule; 
enfin , sil lui est intérieur, il n’y en aura plus du tout, 
et le problème sera impossible. Nous donnerons plus 
loin des moyens géométriques très simples pour tracer 
les deux tangentes dans les cas où elles sont réelles. 

204. Pour avoir le point où la tangente rencontre 
Y'axe des x, il faut faire y —0, dans l'équation 

'=rG + x); 

‘ce qui donne 


LE — TL". 


C’est la valeur de AT (fig. 75) : en lui ajoutant l’abscisse 
AP, abstraction faite du signe, nous aurons la sou- 
tangente 

PTS Are 


c’est-à-dire que, dans la parabole , la soutangenté 
est double de labscisse. Ceci fournit un procédé 
très simple pour mener une tangente à cette courbe, 
quand on connaît le point de tangence ou seulement 
son abscisse AP. 
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La valeur de PT étant susceptible de croître in- 
déliniment , lie point T s'éloigne de plus en plus 
du sommet de la courbe, à mesure que x" aug- 
mente. 
205. Si l’on voulait tenir compte du signe de AT 
quand on cherche la valeur de la soutangente PT, il 
semble , au premier coup d'œil, que lon aurait 


PT=AT+HAP=—x"+x"—0; 


ce qui donnerait la soutangente constamment égale 
à zéro, résultat absurde : mais ce n’est là qu'une er- 
reur de signe qui vient de ce qu'en ajoutant AP à 
AT dans la figure, pour avoir PT, on ne tient pas 
compte de la position de ces lignes par rapport à 
l'origine commune, tandis que, dans lexpression ana- 
lytique, cette position est observée. Cette contradic- 
tion cesse lorsque l’on fait abstraction du signe — 
dans la quantité — 2", qui exprime la valeur ana- 
lytique de AT, eu égard à sa situation par rap- 
port à l’origine des coordonnées, et voilà pourquoi 
on parvient ainsi au résultat véritable. 

Ces modifications , qu'il faut quelquefois faire 
subir aux expressions analytiques, pour en déduire 
les valeurs absolues des quantités géométriques, ne 
tiennent pas, comme on vient de le voir, à une im- 
perfection de l'analyse ; elles sont, au contraire, 
une suite nécessaire de sa grande généralité; car, 
l'analyse donnant à la fois les valeurs absolues et leurs 
positions relatives qui sont indiquées par les signes 
+ et —, il faut la dépouiller de cette propriété, 
et faire abstraction de çes signes, quand on veut 
combiner les valeurs absolues des quantités indépen- 
damment de leur situation par rapport à l'origine 
commune. 

206. Occupons-nous maintenant de mener une nor- 
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male à la parabole. Cette normale étant une ligne . 
droite , et devant passer par le point de tangence ,. 
son équation sera de la forme 


y—y =x(x— x 
Mais, de plus, elle doit être perpendiculaire à la tan- 
gente , pour laquelle on a 
P 


= —, 


[JA 


? 


Il faut donc qu'il existe entre a et a’ la relation 


4 SR 
aa +1—=0, 
qui donne 


(4 
d = —Ÿ. 
P 


Alors l'équation de la normale devient 


UA 


0 mecs CH x — x"), 
Y— 5 ) 


En y faisant y nul, et prenant la valeur de xx", on 
aura la sounormale , qui sera 
T—x"=p; 

d’où l’on voit que, dans la parabole , la sounormale … 
est constante et égale à la moitié du paramètre. Cette 
propriété fournit encore un autre moyen de mener 
une tangente à cette courbe, quand on donne le point 
de tangence ou seulement labscisse de ce point. 

207. Les directions de la tangente et de la nor- 
male ont, dans la parabole comme dans lellipse, 
des rapports remarquables avec celles des lignes me- 
nées du foyer au point de tangence : nous allons … 
examiner. ces analogies. Pour cela, du foyer F, où 


J=0,ret a— £ (fig. 75) , menons une ligne droite 


fe 
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qui passe par le point de tangence , son équation 
sera de cette forme 


(4 


Dis) ALL — x") ; 
et la condition de passer par le foyer, dont les coor: 


données sont 0 tË , donnera 


FFE 


+ 2 


L’angle FMT , que cette droite fait avec là tan- 
gente à la parabole, a pour tangente trigonomé- 
triqué 

d — à 

i+aa 
En-substituant , dans cette expression , pour a sa va- 
leur qui est Æ , ét pour « celle que nous venons de 


trouver , observant de plus, que 
= 2px"; 

elle se réduit à E ou à a; d'où il suit que, dans la 
parabole ; l'angle formé par la tangente avec une 
droite menée du foyer au point de tangence ; est égal à 
l'angle de la tangence avec l'axe; de sorte que le 
triangle FMT est toujours isocèle. Conséquemment, 
lorsque le point de tangence M est donné, on n’a qu'à 
prendre $a distance MF au foyer de la parabole, puis la 
porter sur l'axe de F vers T, et mener TM; ce sera la 
tangente demandée. » 

208. Si, par le point de tangence M, on mène une 


droite MF” parallèle à Paxe, la tangente fera avec cette 


droite le même angle MTF qu’elle forme avec Paxe 
8 ph | 
18 
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en T; d'où il suit qué, dans la parabole ; les droites 
menées du point de tangence au foyer, et parallèlement 
à l'axe, font avec la tangente des angles égaux, pro- 
priété qui devait Sert résulter d ce que la 
parabole est une ellipse dont le grand axe est infini, 
et dont les foyers sont par conséquent infiniment éloi- 
gnés lun de l’autre. | 

209. De là résulte un moyen très simple de mener 
une tangente à la parabole par un point extérieur 

Soient (fig. 75) G le point donné, F le foyer de la 
parabole , BL sa directrice. Du point G comme centre, 
avec un rayon égal.à GE, on décrira une circonférence 
de cercle qui coupera la directrice en L et L'. De ces 
points on mènera LM,, L'M paralièles à l'axe; M, 
M' seront les points de tangence , et GM , GM'les deux 
tangentes que lon peut mener dé point donné. 

Car, par la nature de la parabole MB = MF ; 
de plus: par construction , GE = GL : donc la FR 
MG a tous ses points également éloignés des points F, L, 
et ainsi elle est perpendiculaire à la ligne FL: Par consé- 
quent Pangle LMG , ou, son opposé MF", égale angle 
GME :. donc la dut MG est tangente au point M. La 
démonstration est la même pour GM* 

Si lon avait seulement besoin de la np" de 
la tangente , et que Je point M dût être très éloi- 


gné, il serait plus commode de mener, du point donné 


G la droite GT, perpendiculaire à FL; ce serait la 
tangente demandée, | 

Si Pon rapproche. cette méthode de celle que nous 
avons donnée (n° 159), pour mener une tangente à 
Pellipse par un point extérieur, on verra qu’elles ne 
diffèrent lune de lautre qu'en ce que, dans la para- 
bole, le. second foyer doit être considéré comme in- 
finiment éloigné du premier ; ce qui rend_parallèles à 
Vaxe les.lignes qui lui sont menées. La distance AB 


U 


DE LA YARABOLE. 279 


du sommet de la parabole à la directrice BL n’est 
autre chose: que la différence des lignes F’B, F’A de 
Vellipse { fig. 72), la première étant égale au grand 
axe AA; et voilà pourquoi. AB— AF. La directrice BL 
de la fig. 75 représente donc, dans la parabole, la cir- 
conférence de cercle , qui serait décrite dans lellipse du 
point F”, comme centre. Avec le grand axe pôur rayon, 
: re qui devient une ligne droite;, quand le 
point F'est infiniment éloigné. Alors le point L, où la 
circonférence décrite du point G , comme centre, 
avec GF pour rayon, rencontre la directrice BL, ré- 
pond, au point dans lequel ceite même circonférence 
woupait la précédente dans Pellipse; et. la ligne 
droite, menée par le point L parallèlement à laxe, 
répond à celle COLE dans Pellipse, on mène au second 
Îoyer FE”. : 

210. La propriété énoncée.n° 207 peut servir encore 
pour mener à la parabole, une-tangente parallèle à une 
droite donnée; car cette droite étant connue , on aura 
l'angle (qwelle forme avee Paxe de la parabole : re- 
présentons-le par à; alors si MT (fig. 75) est la tan- 
gente Cherchée, l'angle MTF devra aussi, être égal 
à à Mais , le triangle MET étant isoscèle, lon aura en- 
core TME = & Conséquemment raoele supplémen- 
taire MEX, sera égal à 22, comme extérieur au triangle 
MTF. Cet KT sera FER connu; et, en le construi- 
sant, on aura la direction du ET ET ME , 
Qui, par son intersection avec la courbe , dé Ute 
le point de tangence M. 

211. Si l’on considère les cordes qui joignent les 
points où la par: abole est touchée par chaque couple de 
tangentes menées d’un même point extérieur , les in- 
térsections de ces cordes offrent des propriétés absolu - 
ment analogues à celles œuë nous avons trouvées pour 
le cercleet pour lellipse dans les n°° 121 et 160. 


18. 
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En effet, pour chaque couple de tangentes menées 
Er méme point extérieur, dont _ coordonnées sont 
x”, y’ (fig. 76), les Dodo x”, y” des deux points 
jé RARE sont déterminées par la combinaison des 
équations 


(1) YY=PR'HS), y" 2pr. (2) 

On peut donc obtenir ces coordonnées par Pinter- 
section des lieux géométriques que ces équations re- 
présentent, en y considérant y" et x” comme varia- 
bles : alors la seconde est la parabole même à laquelle 
les tangentes sont menées; et la première, qui est 
linéaire , appartient nécessairement à la droite indéfinié 
qui passe par les déux points de tangence. 

Si lon veut quec ette droite passe aussi par un point 
donné O, dont les coordonnées soient a et b, il fau- 
dra que ces coordonnées étant prises pour æ” et y”, 
satisfassent à son équation , dé sorte que lon ait 


b'=p(at x} ai (E) 

Maintenant, si, sans changer a et b, on fait va- 
rier x’ et y’, de manière que cette LE soit 
toujours remplie, il est sûr que la corde qui en ré 
sultera passera toujours par le point donné, dont les 
coordonnées sont a et b. Or, ce mode de variation place 
le point de départ des tangentes sur la ligne droite re- 
présentée par Péquation (3), en y regardant x” et y’ 
comme variables. Donc, si de tous 1 points dé cette 
droite, que Pon peut construire d’après son équation, 
on mène deux langentes à la parabole , et que, pour 
chaque couple Ra , on trace la corde qui passe par 
les deux points de tangence , toutes ces cordes se cou- 
peront en un même point , qui sera celui dont les coor- 


données sont & et b. 
Si, par ce point commun d’intersection, lon mène 
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t une droite OM, parallèle à l'axe de la parabole, son 


équation sera 
y —=b; 
en la combinant avec l'équation de cette courbe ; qui 
est 
Y° — 2pT ; 


on aura les coordonnées du point M oùelle la coupe. 


| Désignons-les par x , y, il vient 


b? 
à ne ere € em) 


7e y=b. 


Maintenant si on substitue ces valeurs pour x”, y” dans 


l'équation générale de la tangente 
YY — Pp (x —- æ0} s 


on aura l’équation particulière de la tangente TMT, 
menée à la parabole par le point M. Or cette équation 


b? 
by=p(x + mn) 


Si on la compare avec Péquation (3), on trouve que 
les coefliciens des variables x et y sont les mêmes 
dans l’une et dans l’autre. Par conséquent , la droite 
polaire que l’équation (3) représente, est parallèle à la 
tangente TMT”. 

On a vu plus haut qu’en considérant y”, x” comme 
variables , les deux points de contact des tangentes 
menées d’un point quelconque extérieur à la parabole 
sont situés sur la corde dont l'équation est 


rene. ! ’ 
3 =p(@"+x). (1) 
Or, si ce point extérieur élait choisi de manière qu’il 
se trouvät en M’, sur le prolongement de la droite OM 
dont l'équation est y = b, alors, y’ serait égal à D; et 
ainsi Ja corde M'M”, représentée par l’équation (1), 


sera 
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deviendrait parallèle à la droite polaire représentée 
par Péquation (3). Cette corde M°M" $érait done 
également parallèle à la tangente TMT', ce qui suflit 
pour la construire, puisqu'on sait d’ailleurs qu’ellé doit 
passer par le point ©. 

De là résulte une ‘construction bien simple pour 
trouver Ja droite qui contient les sommets.des couples 
de tangentes, quand on connaît le point de concours 
des cordes, et réciproquement. Car, si ce point est 
donné et désigné par O (fig. 76), menez d’abord læ 
droite indéfinie OM, parallèlement à Paxe de la para- 
bole; ensuite, par le point M où cette parallèle ren- 
contre la courbe , menez à celle-ci une tangente TMT; 
puis, par le point donné O , menez une corde MM”, 
parallèle à cette tangente ; enfin, par lun des points M", 
M", où cette corde coupe la parabole, menez à. cette 
courbé une nouvelle tangente qui ira rencontrer la 
- droite OM quelque part en M'; alors, par le point M” 
ainsi déterminé , menez une droite LM'L parallèle à 
la tangente TT", ce sera la droite cherchée dont O est 
le pôle, en prenant ce mot de pôle dans Pacception 
qui lui a été donnée n° 121. 

Réciproquement , si la droite LL est donnée, ül 
faudra mener à la parahole uné tangente qui lui soit 
parallèle, ce qui se fera par le procédé indiqué n° 210. 
Lé point de tangence M étant connu , on mènera par 
ce point une parallèle indéfinie MM” à Paxe de la pa- 
rabole , et par le point M”, où elle coupera LL, on 
mènera à la parabole une tangänté M'M". Enfin, du 
point de tangence M”, on mènera une corde Darallels 
à la droite donnée IL, et le point O, où cette corde 
coupera la droite M'M indéfiniment prolongée, sera le 
point commun d'intersection des cordes pour tous les 
couples de tangentes qui auront leur sommet sur la 


ligne LE. . 


| 
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Cette construction s'accorde évidemment avec celles 
que nous avons trouvées-dans les n°° 121 et 160, soit 
pour le cercle, soit pour Pellipse, et elle n’est que le 
développement des analogies qui existent entre ces 
courbes et la parabole. 

Lorsque le point de concours O est donné sur axe 
de la parähole, la tangente TT”, la corde MM", ét par 
conséquent la droite polaire LL, deviennent perpendi- 
culaires à cet axe. Alors la sous-tangente étant double de 
Pabscisse, le point M’ se trouve à une distance du som- 
met de la parabole, égale à Pabscisse du point O. I suit 
de là que la directrice de la parabole est la figne po- 
laire de son foyer. 


De la Parabole rapportée a ses diamètres. 


, 212. Nous allons maintenant chercher les systèmes 
de coordonnées: obliques , relativement auxquels lPé- 
quation- de la parabole conserve Ja même forme que 
lorsqu'elle est rapportée à sou axe. Pour cela ; il faut 
reprendre les formules générales 


xa—tacose-ty'cose, y—b+xsin a+ y'sine; 


car il ne suffirait pas, comme on le verra tout & 

Pheure, de changer la direction des coordonnées sans 

déplacer Porigine. Ces valeurs étant substituées dans 

Péquation : | LIT bras 

Y—= 2PX; + 

elle devient | 

y?sme+ 25 Y sinasina’ + x 2sin°a+ b— ss SN 
— o(bsina/—poose"}y"+ 2(sine— peosa)x"} 7" 


Pour qu’elle conserve la forme qu’elle avait d’abord , 
il faut qu’on ait 


, : " + aa ? jets 2 c ——(ye 
sinz/sinæ—0, sin’a—0, bsinw —pcosx 0, b°—2ap—0; 
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elle se réduit alors à 


La seconde des équations précédentes nous apprend 
que sinæ—0, c’est-à-dire que l’axe des x’ est paral- 
lèle à l'axe He x. Tous les ere de la parabole 
sont donc parallèles à son axe. 

Les deux autres équations donnent 

bts 20p; AVE G° 

La premikre (fig. 77) montre que les coordon- 
nées & et & de la nouvelle origine A° satisfont à lé- 
quation de la parabole. Cette origine est donc elle- 
même un point de la courbe. 

La seconde détermine l’inclinaison de l’axe des Ve 
relativement à l'axe des æ; elle fait voir que cet axe est 
tangent à la parabole au ct À”. 

Pour plus de simplicité, nous supprimerons les ac- 
cens des variables x’ et y’, en nous rappelant toutefois 


qu’elles représentent des coordonnées obliques : nous 
— —= p'; 2p' sera le paramètre du 


ferons, de plus, —— 
n 


diamètre auquel la courbe est rapportée, et l’on aura 


= IR: 

213. Les deux valeurs de y, pour la même abscisse , 
étant égales et de signes contraires, chaque diamètre 
divise nee ordonnées qui lui correspondent en deux par- 
ties égales. 

dE La valeur précédente de tang «’ donne 

PF: PE 
pP+bT oa+p 
En subshtuant ce résultat dans l'expression de p’, on 
trouve , 











sin? & — 
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D' =oau+p;, 
fist P 
ou 2p —=4 (« — à ) 
Or, on a vu, dans Particle 198, que a +£ est la di- 


stance du foyer de la parabole au point de la courbe 
dont labscisse, comptée du sommet sur l'axe, est égale 
à a. Ainsi, dans la parabole, le paramètre d'un dia- 
mètre quelconque est quadruple de la distance du foyer 
à l’origine de ce diamètre. Cette propriété subsiste éga- 
lement pour l'axe. 

214, L’équation de la parabole étant de la même 
forme par rapport à ses diamètres que par rapport à 
son axe, les propriétés indépendantes de Finclinaison 
des coordonnées seront communes dans ces dilférens 
systèmes, 

_ Ainsi, pour décrire une parabole lorsque lon con- 
naît le paramètre d’un de ses diamètres et Pinclinaison 
des ordonnées correspondantes, on décrira une auire 
parabole sur ce diamètre pour axe avec le parametre 
donné, et ensuite on inclinera convenablement les or- 
données de cette courbe , sans changer leur longueur. 

215. Six”, y", sont les coordonnées d’un point quel- 
conque de la courbe, on aura 


y" — Spir es 


et l'équation de la tangente à ce point sera de celle 


forme 
dan à 
Le système de ces formules est le même que dans 
Part. 202; et, comme il faut les combiner de fa même 
manitre, on en déduira un résultat analogue, qui sera 
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et l’équation de la tangente deviendra 


: 


vy" =p'(x+ x"). 
Elle aura donc la même forme que lorsque la courbe 
est rapportée à son axe. Il en sera de même de Pexpres- 
sion de la soutangente, et l’on en déduira , comme dans 
le n° 204, qu’elle est double de labscisse correspon- 
dante. Labscisse est aiors comptée sur le diamètre, à 
partir du point où il coupe la courbe. 

IL suit de là que pour mener, par un point donné M 
de la parabole, une tangente à cette courbe (fig. 78), 
il faut construire l’ordonnée PM au diamètre A’X", 
qui peut être quelconque, puis prendre AT — AP, el 
mener MT": ce sera la tangente demandée. 

En prenant une marche inverse de celle que nous 
avons suivie, il serait facile de rapporter la parabole 
à son axe quand on a son équation rapportée à un de 
ses diamètres. Comme cela n’a aucune difficulté, nous 
ne nous y arréterons pas. 


Sur l’Equation polaire de la Parabole, et sur 
| la mesure de la surface. 


216. Tous les diamètres de la parabole étant parallèles 
à son axe,on ne gagnerait rien à là rapporter à Jun 
d'eux, plutôt qu’à l'axe, avant de la transformer en co- 
ordonnées angulaires. Reprenons donc son équation re- 
lative à l'axe, qui est . 

Yÿ = 2pT; 

puis, représentons par x’, +’, les coordonnées recti- 
lignes AP’, P'O du point O (fig. 79), où l’on veut placer 
le pôle a coordonnées angulaires. De ce pôle, menons 
à un point quelconque de la courbe, un rayon vec- 
teur OM, que nous nommerons r, et désignons par v 
Pansle MOX formé par ce rayon avec une TR fixe et 
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donnée OX’, laquelle forme elle-même un angle # avec 
Paxe AX de la parabole. Les formules générales de 
l'article 100 , deviendront applicables à ces construc- 
tions , et donneront pour les valeurs des anciennes co- 
ordonnées x, y, en fonction des nouvelles, 


LT—= 2 + rcos(v +aæ), y —);" L sin (v+e). 


Substituant dans l'équation de la courbe, il vient 


sin/(v-#a)r"4-02] y'sim(s—+a)—peos(v+a)]r1y—2pr— 0. 


C'est Péquation polaire la plus générale de la parabole. 
Ainsi; en lui comparant terme à terme une équation 
polaire du second degré, qui serait supposée appartenir 
à cette courbe, on verrait si l'identité est réelle; et 
dans le cas où elle aurait lieu, la comparaison des 
coefficiens déterminerait x", y’, «æ, et p, c’est-à-dire les 
coordonnées du sommet de la parabole, la direction de 
son axe par rapport à la ligne fixe OX”et son para- 
mètre : cette comparaison est tellement facile , que nous 
ne nous y arréterons point , et nous chercherons plutôt 
à appliquer équation à quelques cas simples, dont la 
discussion achève de compléter ce que nous avons déjà 
dit précédemment sur l’emploi des coordonnées polaires. 

217. Nous choisirons pour un de ces cas celui où la 
ligne OX", à partir de laquelle les angles se comptent, 
dat bataBèle 3 à Paxe même de la bÉrabôle (fig. 80). 
Dans ce cas, & ést nul, et l'équation en r et # devient 
simplement 


r2 sin? » + 2(y"sins — p cos #)r + y? —2px —0. 
Si le pôle est sur la courbe mème, on a 
$°—2pr 0, 
alors une des valeurs de 7 est nulle, et Pautre devient 


2 (p cos —Y s sin +) 
sin” (4 


FES 


284 DE LA PARABOLE. 
Si cette seconde valeur de r était nulle, le rayon vec- 
teur serait tangent à la courbe; pour cela, il faudrait 


qu'on fit 
PESTE EN P 
P COS? —Yy SINp—Oo, ou tang # — —; 

en effet, ceci est la relation trouvée dans le n° 202 pour 
Pinclinaison de la tangente sur l'axe. 

Reprenons l'équation générale en r*, et supposons que 
lon y fasse seulement y — 0; le pôle sera alors placé, 
sur laxe de la parabole, et l’équation en r.deviendra 


r°sin?#—2pcosv.r=2px, 
qui donne pour r ces deux valeurs, 


_ poosvrÆEt (2px's sin? # + p* cos’ y 
sin” # 


La quantité comprise sous le radical peut se mettre 
sous la forme 

+ (2px— p°)sin°w; 
elle ne peut pas devenir indépendante de #, à moins 


que l’on ne fasse 
2px —pz=o, ou si gs 

ce qui met l’origine des rayons vecteurs au foyer de la 
parabole. C’est donc dans ce cas seulement que le 
rayon vecteur. peut être exprimé rationnellement 
en fonction de labscisse. Alors, la partie radicale 
de r devientV/p°sin* # Æ p° cos», ouV/p*; ce qui 
rend lextraction possible, et il en résulte ces deux 
racines : 


_P p (cos v + ne — P(coss— 1) 
sin? 4 sin? UV 


C'est à quoi lon aurait pu parvenir directement, en 
mettant tout de suite dans l'équation générale relative 
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- Aux coordonnées angulaires, les valeurs y= 0, x = P 
2 


qui placent l'origine de ce système au foyer de la 
courbe. Maintenant, de ces deux valeurs de 7, la se- 
conde doit être rejetée; car toutes les valeurs possibles 
dun cosinus élant moindres que 1, cos # — 1 sera tou- 
jours négatif, et donnera son signe au rayon vecteur r. 
Reste donc la première valeur. Pour celle-ci , on voit, 
par le même principe, qu’elle donnera toujours 7 posi- 
tif, quel que soit v. On peut la simplifier en observant 
que sin? # est égal à 1— cos», ou à (1+cosr) 
(1 — cos s); de sorte qu'en sUbprimat le FACIEUE com- 
anun 1+- cos », il reste 


F= ———; 


1 — cos ”? 


c’est, Péquation polaire de la parabole , en placant lori- 
gine au foyer de cette courbe , et comptant les angles », 
àpartirde l'axe , du côté où ils’étend indéfiniment. Aussi 
v =,0 donne-t-il r infini, parce que le rayon vecteur r 
se confondant alors avec cette partie infinie de l’axe, 
ne rencontre pas la courbe. Mais toute autre valeur 
* de », depuis o° jusqu’à 360°, donnera des valeurs finies 
pour r. Quand # = 90°, cos » est nul, et r —p; quand 


# —180°,c0s #——1,etr— Ê. En effet, dans le pre- 


mier cas, le rayon vecteur est l’ordonnée qui passe 
par le foyer, et que nous avons vu être égale au 
* demi-paramètre. Dans le second, r est:la distance du 
foyer au sommet de la courbe; distance que nous avons 


P 


vuêtre égale à ; 0U au quart de ce même paramètre. 


En général , Péquation polaire renferme toutes les pro- 
priétés de la courbe, et les donnerait-par la discussion. 
218. Cette équation aurait pu sedéduire de Péquation 
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polaire de lellipse convenablement modifiée. En effet, 
en plaçant l’origine des rayons vecteurs au foyer, et 
comptant les angles #; à partir du sommet le plus 
éloigné de l’ellipse, nous/avons trouvé n°184 

À (= #7) | 


La —— e COSP 


F — 


Pour faire coïncider cette équation avec éelle de la pa- 
rabole, il suffit de faire 


p=A(G—e), 

et de supposer ensuite À infini, ete 15;,,c€ qui 
alonge indéfiniment lellipse. En  eflet;, la quantité 
À (1—e*)est le produit des deux facteurs, À (1:—«);, 
etie ; dont le premier (n° 196), représente la distance 
du sommet de Peläpse au foyer le plus proche. Ainsi 
quand on suppose À infini et e—1, dans le produit 
A(1-—e*);onobtientsim plementiedouble decéttedistancé 
dans la parabole; ce qui donne encore une quatitité finie. 
. 219: Jusqu'à présent nous avons tiré de la seule 
équation de, la parabole les propriétés qui la caracté- 
risent : réciproquement, cés propriétés nous EE 
raient à l'équation de cette courbe: #1 77 

Proposons - nous; par exemple, de trouver : une 
courbe telle, que les distances dé chacun de ses points à 
une droite et à un point donné soient égales entre elles. 

Soient (fig. 81) F le point donné, BL la droite donnée. 
Prenons pour axe des abscisses la ligne FB, pérpéndi- 
culaire à BL, et plaçons Porigise au point'A, milieu 
de BE, quenous ferons égal à p: les DPOSSAOES Seront 
parallèles à la droite BL. œ 

Pour chaque point M qui AR a à la PEER 
cherchée, nous aurons , en nommant 7 ligne EM, 


pape (eut) real 


LI 
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Â 


+ Eliminant » , il viendra 


Y —=2pPX; 
équation à la parabole. 
Cette courbe était également caractérisée par Pé- 
quation 
| P 
F=X+—-; 
2? 
car les distances 7 étant variables en même temps que 
Pabscisse æ, peuvent convenir successivement à tous 
ses points, et se détermineront pour chacun d'eux dès 
| que x sera connu. , 
_ 220. Sr nous transportons l'origine des æ au foyer F, 
pour lequel. 
.T ©. ET - 
Ÿ ) ae 
il faudra, en nommant x” les nouvelles abscisses, qu’on 
ait 
22Z: 6° £. 
2 


valeur qui , étant substituée pour x , donne 
r=x + p. 
221. Si l’on introduit ;au lieu de l’abscisse x’, l'angle 
MEFX que forme le rayon vecteur avec axe du côté où 
celui-ci s'étend à l'infini, on aura 
x = r cos y, 


et l'équation précédente devient 


D r —=p +r-cos#; 
d’où l’on tire 


Pr — a 


7 1 + cos # 


C'est la même équation qe nous ayons déjà obtenue 
plus haut. 
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299. Quoique l'aire totale comprise entre les branches 
de la parabole soit indéfinie , on peut cependant évaluer 
d'une manière algébrique une portion quelconque de 
cette aire comprise entre les limites données. 

Considérons, en effet ( fig. 82 }, le segment parabo 
lique APM terminé par labseisse AP comptée sur l'axe; 
et par l’ordonnée PM ou y. Si l’on mène les droites MQ, 
AQ, la première parallèle , la seconde perpendiculaire 
à l'axe, on formera le rectangle APQM, dans lequel 
Paire du segment parabolique APM se trouvera, com 
prise, et cette aire sera égale aux deux tiers du rec- 
tangle, comme nous allons le démontrer... | 

Pour cela, concevons un polygone rectiligne quel- 
conque MM'M"... inscrit à la parabole; des sommets de 
ce polygone, menons des parallèles aux lignes AP et 
PM, elles représenteront les abscisses et les ordonnées 
de ces sommets : ces lignes, prolongées, formeront les 
rectangles PP‘pM', P'P'pM".…. qui seront intérieurs à 
la parabole, et les rectangles QQ'4M', Q'Q'g M". qui 
lui seront extérieurs. En représentant les premiers par 
P,P',P".., les derniers par p, p', p'«, On aura 

P—y{x— zx), p=x(y—7); 

ce qui donne , 

| D ne rt À 
p  #(y—Y) 
or les points MM’... appartiennent à la parabole: 
ainsi on à " 
Y'—=2PZ,,.., YE PP 3. 
ce qui donne | 





en substituant ces valeurs, le rapport de P à p de- 


vient 
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Lés nièmes raisohnémens pouvant sappliquer suc- 

céssivement à tous les côtés du polygone, on aura 
cette suite d'équations 








y" 

phide Way 

P’ Ho) y # y 

p' y” ? 

p’ RU ? «4 

Th 58 LP AR etosa: 
P Y 


Le polygone MM'M".. étant absolument arbitraire , 
oli peut espacer ses sommets de manière qu’en dési- 
guant par une constante quelconque prise à vo- 
lonté, on ait toujours 


VTT Y ES: 
X (Et À — ay À 
Y'— HE D 
et ainsi de suite : cela revient à faire décroitre 3 Y 
Y', Suivant une progression géométrique. D’après 
cette supposition très permise , les rapports précé- 
dens deviennent 


P 
+=2+%w, 
P 


r 


ME 


[2 
Tr 2—+ 0, 
P 


c’est-à-dire qu'ilsseront tous égaux entre eux , quelle que 
soit la valeur de  : on aura donc aussi, en composant 
ces rapports 
PHP ELP'+  .. bu 10 
P+p" + p'"+...etc. none 
19 
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Le numérateur du premier membre est la .sonimé 
des rectangles inscrits à la parabole; le dénominateur 
est la somme des rectangles circonscrits. À mesure 
que & diminue, le rapport de ces quantités approche 
de plus en plus d’être égal à 2; et lon peut prendre 
o si petit, que la différence soit moindre que toute 
quantité donnée : mais en même temps la somme 
des rectangles approche de plus en plus d’être égale 
aux segmens curvilignes inscrits et circonscrits à la 
parabole. Par conséquent, la limite de leur rapport 
est égale au rapport des segmens; et , en représentant 
le premier de ceux-ci par S, le second par 5, on aura 


ce qui donne 


——— =3, 
S 
et enfin, en divisant ces équations membre à membre ; 


2 
NE 3 (S + s). 


S+s est la somme des segmens inscrits et circon- 
serits à la parabole : c’est par conséquent la surface 
du rectangle APMQ. Ainsi Paire du segment parabo= 
lique APM est Les deux tiers du rectangle construit sur 
l’abscisse AP et l’ordonnée PM. 

223. Les courbes, qui sont telles que l’on peut assi- 
gner ainsi algébriquement la valeur d’une portion quel- 
conque de leur aire, se nomment courbes quarrables. 
On voit que la parabole est de ce nombre. Il n’en 
est pas de même de Pellipse , dont l'aire renferme 
lexpression de la circonférence du cercle. 
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. 


De LH yperbole. 


554. En prenaïit sur une des génératricés d’un 
cône droit, à basecirculaire, une distance arbitraire «, 
à partir du centre, et menant par ce point un Le 
coupant incliné de langle £ sur la génératrice, nous 
avons trouvé pour léquation de Pintersection 


Y'cosv+ x’sinésin(i + 2v)— ax sin 2v sin i=0: 


Lorsque l'angle # surpasse 180 — 2, ce qui rend 
i + 2v plus rt que 180° et sin (+2) négatif . 


nous avons vu que le plan coupant rencontre les 
deux nappes de la surface conique ;, et donne géné- 
ralement pour intersection une courbe appelée Ay- 


perbole ; laquelle est composée de deux branches sé - 


parées, qui se tendent indéfiniment sur chaque nappe 
du cône. Nous allons discuter en particulier les pro- 
priétés de ce genre de courbe. 

Pour avoir les points où elle coupe Paxe des x, fai- 
sons y — 0 : le premier terme disparaît ; tous les au- 
tres sont divisibles par sin :; et, en supprimant ce 
facteur ; il reste 


x?sin (2 + 29) — ax sin 29 —0; 
ve qui donne pour x deux valeurs 


pr a sin 2 

sin (2 + 2y)? 
vest-à-dire que cela a lieu dans deux points diffé- 
rens, dont l’un B ( fig. 85) est lorigine même des 
coordonnées , et l’autre B’ est situé sur laxe des ab- 


scisses, à une distance de cette origine égale à.... 
a sin 2v 


sin (é + 2r) 


TO ; 


, et par conséquent négative, puisque 


19. 
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sin(i + 2v) est négatif dans. les limites de direction 
que nous avons assignées au plan coupant. 

En faisant x —0o, on aura les points où la courbe 
coupe l'axe des y : cette supposition donne 

Jean | 

c’est-à-dire que cela wa lieu que dans un seul point, 
qui est Porigine des coordonnées : mais comme les 
deux ordonnées sy réunissent ,. Paxe des y est lan- 
gent à la courbe. | 

Résolvons maïntenant léquation par rapport à 7, 
nous aurons 





Ré 2" us ol V'— x’ sin isin (à. or) + ax sin dy Sin ë, 

COS # TU 
Les valeurs de ÿ étant égales et de sigiie contraire ; 
la courbe est symétrique au-dessus ét au-dessous de 
Taxe des *: 

Comme le facteur sin (+ 2r) est négatif, le terme 
— w° siné sin (i + 29) sera toujours positif > quel que 
soit x; mais le signe du second terme pourra varier. 
Cependant, lorsque. x sera positif, ce terme sera éga- 
lement positif; ainsi la quantité radicale sera alors 
réelle , quel que soit x, et la courbe s’étendra dans ce 
sens indéfiniment. Mais il n’en sera pas de même du 
cône des x négatifs. Eneffet, lorsque 2 deviéndranégatif, 
et commencera à croître dans ce nouveau sens, vers BX% 
le terme ax siné sin 2? ; dévenu négatif, l’emportera 
sur le terme — x* sin sin (i+ 2v), qui reste toujours 
positif; de sorte que la partie radicale de Pexpression 
de y deviendra imaginaire. Pour bien voir les limites 
dans lesquelles cela aura lieu, il n’y a qu'à mettre 
cette expression sous la forme suivante , 





asin 20. 


ne 
LE à / nr CII f 
D ÈE ———- _— , SLI 22 JON Li 
TT ja FRA REP “ sin(t+-2#) 
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* & Dans la supposition actuellement faite sur iH2v, 
le produit —sinésin(i+ 2) a toujours une valeur 
constante et positive; ilsuflira donc de considérer les va- 
riations de signe qui peuvent provenir des autres fac- 
teurs. Or le premier de ces facteurs étant x lui-même, 
devient. négatif avec cette variable ; mais quant au se- 

a sin 21’ PEUR ; 
cond , comme — —=--—— est une quanüié posi- 
| sin (i + 2+) 

tive, il ne peut devenir négatif, à moins que la valeur 
négative attribuée à x ne surpasse cette quantité ; et 
pour toutes les valeurs plus petites de «x, il sera posi- 

dif, ce qui rendra toute la quantité affectée du radical 

_ mégative , ét y'imaginaire. Onvort donc que cette ima- 
ginarité subsistera du côté des nbscisses négatives depuis 

pire ESIN2# 

. snGE 2) 





| TO, Jusqu'à v 


 g’est-à-dire depuis B jusqu'à, D’. Mais pour ‘toutes 
les valeurs négatives, de: x, plus grandes que: cette 
seconde limite , les deux facteurs variables qui entrent 
sous le radical seront tous deux négatifs, et donne- 
ront par conséquent un produit positif; de sorte que 
y redeviendra réelle pour toutes ces valeurs. Ainsi, à 
‘partir de ce terme, qui répond au point B”, la courbe 
 sétendra indéfiniment , tant au-dessus qu'au dessous: 
de Vaxe des abscisses, comme élle le faisait du côté 
des x positifs, à partir du point B. 
Il: résulte de cette: discussion que Phyperbole est 
une courbe composée de deux parties séparées , telle 
que la représente là figure 85, où Vorigine des :coor- 
données est supposée placée ‘au point B. Nous avions, 
en effet, prévu cette forme, d'après la disposition 
du plan coupant dans le cône (Eg. 3Gict 37). 
Si lon considère, dans ces mêmes figures, le 
triangle BBC, où la ligne BB’ est la parte de Vaxe 
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des æ comprise entre les deux nappes du cône, il 

est évident que l’on a l'angle CBB" — 180 — :, et 
Vangle BCB’ — 180° — 2»; conséquemment le troi- 
sième angle CBB — : + 2» — 180. De plus, nous 
avons désigné par a le côté CB de ce même triangle. 
On pourra donc obtenir BB’, en établissant la pro- 
porlion des sinus aux côtés opposés, et en le faisant , 
on trouyera 

asin 2 

sin (2 + 3) 
Ce qui est précisément la valeur trouvée plus haut, 
pour la distance des deux sommets de la courbe ; cetie 
distance se nomme le premier axe ;' ou l’axe él de 
Phyperbole. 

225. Transportons l’origine des coordonnées en À au 
milieu de l'axe BB’ fig. 85. Ste AP une nouvelle abscisse 
quelconque, que nous nommerons + x’, et qui séra 
coxipiéé positivement dans le même sens que les pre- 
mières BP, nous aurons é ù 


LT = x" + 


BB =. 


a sin 2 ; 
sin (i 25) ? 


et en remplaçant x par ceite valeur, il viendra après 
les réductions 


HALO S 

y'cos*v +sinisin(i+ 2y)x?— ar M à « on Rx. ES = é , 

sin (4 + 2). 

équation précisément pareille à celle que nous avons 
trouvée n°135, pour l'ellipse ; avec cette seule diffé- 
rence que le produit sin 2 sin (i +2»), qui forme le 
coeflicient de #*, était alors positif, comme celui: de 
y', tandis que dans le cas actuel il est négatif. 

En faisant y —0, on trouve 


a Sin v , 
d= +7 Le: :: 


sin(£ + 211)? 
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ou , ce qui est la même chose, 


à , à A Sin 21 
Li hme CN 1 


7 2sin(i+-2r)? 

valeur égale à la moitié de la distance BB”, comme 

on devait évidemment le prévoir ; mais, en faisant 
/ 

3 ==0O , On trouve 


V4 Siné 
Y —= Æ a sin L4 sin (+ 2y) ; 
valeurs nécessairement imaginaires, puisque sin (:+2r) 
est une quantité négative, et que sinz, au contraire , 
est toujours positif dans toutes les positions du plan 
coupant. Ce résullat pouvait encore se prévoir aisé- 
ment, puisque nous avons reconnu tout à lheure 
que la courbe n’a pas d’ordonnées réelles entre les 
points B ‘et B', fig. 85. Malgré celte circonstance, 
l'équation de LH yérbole Stan e comme celle de Pel- 
lipse, une forme très élégante lorsqu'on fait 

a?sin?# cos?” a?sin?# Sin £ 

LE RUPTURE et PB — — LC LRE ES ISTUES NS | 

sin’(£ + 2) sin (ë + 2#) 
car en multipliant les deux membres de l’équation par 
le facteur 

a?sin°# 
sin°(z + 2) 
on trouve, après avoir supprimé les accens devenus 
désormais inutiles, 
Ar B°x° —— — A2B". 

Les quantités 2A , 2B, se nomment les axes de lhy- 
perbole, quoiqu’en effet cette courbe ne détermine 
réellement , par son intersection, que le premier 


d’entre eux. Le point À est le centre de la courbe. 
Lorsque l’équation de lhyperbole se trouve ramenée 
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à cette forme , les coordonnées étant rectangulaires, 
on dit qu’elle est rapportée au centre et à ses axes. 
Toute ligne menée par le centre, et terminée à la 
courbe, se nomme diamètre , et il résulte de la forme 
symétrique de lhyperbole, que tous les diamètres se trou- 
vent divisés par le centre en deux parties égales. 


226. L’équation de l’ellipse , rapportée aussi à ses 
axes et au centre, est 


A°y° + B°x° — A°B?. 


En la comparant à celle de lhyperbole.; on yoitque, 
Pour passer de l’une à Pauire, il suffit de changer 
Ben BYW/—1 ; ; cela est en effet évident d’après la 
comparaison des valeurs que nous avons attribuées à 
B° dans ces deux courbes, puisqu'elles ne. diffèrent | 
une de lautre que par le signe; mais cette analogie 
très simple est importante par la facilité quelle 
donne pour passer des propriétés de lellipse à celles 
de Phy perbole, et réciproquement, 

Ce que nous avons vu relativement à la marche des 
ordonnées dans les deux courbes, est une suite de 
cette loi; car, si l’on considère une hyperbole et une 
ellipse dont les axes seraient les mêmes, et qu’on su- 
perpose ces axes, l’ellipse se trouvera comprise tout 
entière dans les limites entre lesquelles Phyperbole 
devient imaginaire ; et réciproquement, : l’hyperbole 
aura des ordonnées réelles pour toutes les abscisses 
auxquelles lellipse ne s'étend point. 

Lorsque les deux axes de l’hyperbole sont égaux 
entre eux, son équation devient 


D D'ARME 1 
vi x — — A°: 


on dit alors qu'elle est éguilatire. 
Lorsque les deux axes de lellipse sont égaux , son 
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équation devient 
ÿ+ = A", 


et elle se réduit à un cercle. L’hyperbole équilatère 
est donc, entre les hyperboles ordinaires , ce qu’est le 
cercle entre les ellipses. 

227. St par le point B’, pour lequel y —o, et 
v—— À (fig. 86) ,on mène une ligne droite inclinée 
d’une manière quelconque ; elle aura pour équa- 
lion n'a 


y=a(x + A). 


Si par le point B, pour lequel y—0o,etx—+A, 
on mêne.une ligne droite pareillement inclinée d'une 
manière quelconque , elle aura pour équation 


y=a(x— A). 
Pour que ces deux droites se coupent sur Phyper- 
bole, il faut que leurs équations puissent subsister 
en même temps, et avec celle de cette courbe. Or, 
en les multipliant membre à membre, elles don- 
nent 
y?= aa (x? — A*); 

et, pour que ce résultat s'accorde avec léquation de 
lhyperbole mise sous cette forme 


B° ; 
pre Gi A), 
il faut qu’on ait | 
LUS à 
At — A3 ; 


ceci établit donc une relation constante entre les an- 
gles que forment avec le grand axe les lignes me- 
nées des deux sommets de la courbe à un de ses 
points. Il en résulte que ces angles ont toujours leurs 
tangentes trigonométriques de même signe. 
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Lorsque l’hyperbole est équilatère, À = B , il vient 
alors 

| AG LS 
c'est-à-dire que, dans l’hyperbole équilatère, Les droites 
menées du même point de la courbe aux extrémités du 
grand axe, font avec lui des angles aigus , dont l’ou- 
verture est dirigée dans le même sens , et dont La somme 
esé égale à un angle droit. 

Les droites, menées de la même manière dans le 
cercle, font aussi avec l’axe des angles aigus dont la 
somme est égale à un droit; mais leurs ouvertures sont 
dirigées An des sens boopstth 
_. 228. Si l’on introduit les expressions des axes A 

et B dans l'équation de Phyperbole du n° 224, où Pori- 
gine était au sommet, en prenant pour À la valeur posi- 


ë (#4 sin 1 COS 1 
tive — D elle devient 


sin sin (i + 2 2v 
B? 
y = LT 2 AX), 


et peut se mettre sous la forme 


B: 
= FC (x + 2A) x. 


x,et x + 2 À sont les distances du pied de Pordonnée 
PM aux sommets B et B’ de la courbe (fig. 85 ). On voit 
donc, par cette équation, que Les carrés des ordonnées 
sont entre eux convme les produits de ces distances. On 
aurait pu tirer directement ce résultat de l'équation 
rapportée au centre; car, soient x, y; x’,y', les coordon- 
nées de deux points quelconques situés sur la même 
byperbole ; on aura, pour le premier , 


pour le second, 
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Divisant ces équations membre à membre, on aura 


ae x - — À° 
Y° RE RNCS 
ou, ce qui est la même chose, 


__( +A)(x — A) 
7 (æ +A)(x —A) 


qui exprime de propriété que nous venons de démontrer 
en transportant l’origine au sommet de la courbe. 
229. En changeant les x en y, et les y en x, dans 
l'équation 
A°y° — B°x° — — A°B°. 
elle devient 
A x? comm B°y° — ms A°B*, 


ou B°y°—A’x— AB. 


Cette transformation n’influant que sur le choix des 
axes, l'équation précédente doit encore appartenir à la 
même hyperbole; et lon peut aisément le vérifier en la 
discutant. Mais, ici, la supposition de x — o donne y 
réelle; et y—0o donne x imaginaire, parce que la courbe 
rencontre le nouvel axe des ordonnées, et ne rencontre 
point l’axe des abscisses : elle est alors placée comme le 
représente lacourbe ponctuée dela figure 86, son premier 
axe étant 20". Danscette situation , on dit qu’elle est rap- 
portée à son second axe, parce que c’est sur celui-ci 
que les abscisses sont comptées. On voit qu’il n’en est 
pas de Vhyperbole comme de Pellipse, dont Péquation 
garde la même forme, quel que soit celui de ses axes 
qu'on prenne pour axe des abscisses , et cela vient de ce 
que lellipse est symétrique par rapport à ses deux axes, 
au lieu que Phyperhole ne Pest pas relativement aux 
siens , puisqu'elle n’en rencontre qu'un seul. 

230. L’analogie de ces deux courbes nous conduit 
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naturellement à chercher s’il n'existe pas dans lhyper- 
bole des points correspondans aux foyers de Pellipse. 
Pour les découvrir , rappelons-nous que, dans Péllipse, 
leur abscisse avait pour valeur + VA: B:: : ce sera donc 
EU AP pour lhyperbole , en changeant B en 


By/— 1. Eneflet, si l'on suppose, pour plus de simplicité, 
C = VA: A? + LS 

et qu'on prenne deux to, F, EF sur laxe (fig. 87) à ; 

cette distance du Fu de Phyperbole, on trouve 


EM° = y° + (x —c) — re be — À) + x? — 02cx +0; 


d’où lon tire , après les réductions faites ; 
À 
EM —= = A. 
Ccx 
On trouve de même 


CT 
EM—— + A; 
À + À: 


c’est-a-dire que les distances FM, F°M, sont exprimées 
en fonction de l’abscissex d'une manière rationnelle» En 
retranchant ces équations une de Pautre , on trouve 


FM — FM —2A; 


c'est-à-dire que la différence de ces distances est fonde 
au premier axe de l’hyperbole. À cause de ces pro- 
priétés, les points F, F” déterminés par la valeur pré- 
cédente de c, se nomment les foyers de l’hyperbole. 

En faisant x —#+y A? ; B* dans l'équation de la 
courbe, on aura lordonnée qui passe par le foyer , et 
sa valeur sera 

B° 


TE 
Y À 


2B° | 
Le double de cette ordonnée, ou Ts s'appelle le 
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 parümèsre dé lPhyperbole. Cest une troisième propor: 
tionnélle aux deux axes. 

231. Pour trouver géométriquement la position des 
foyers F,F", fig. 8% , on élèvera à lune des extrémités du 
premieraxe BB'uñeperpendiculaireBE, égale à la moitié 
du second axe B: On mènera l’hypoténuse AE; puis, du 
point À , comme centre avec cette ligne pour rayon, on 
décrira anécirconférence de cercle; qui coupéra laxe en 
deux points F, £”. Ce seront les foyers de Phyperbole. 

On prouvera facilement que la double ordonnée qui 
passe par ces foyers est égale au paramètre de la courbe. 

259. Les propriétés précédentes fournissent, pour la 
description dé Phyperbole, un procédé analogüe à celui 
que nous avons employé pour lPellipse, dans Part. 148. 

Du foyer F, comme centre (fig. 88) avec un rayon 
quelconque BO , on décrira une circonférence dé 
cérele. De l’autre foyer F° comme centre, avec B'O ou 
BB" + BO pour rayon, on détrira une autre circonfé- 
rence de cercle : les points M, M' où elle coupera la 
précédente appartiéendront à Plhiypérbole; car, d’après 
cétte construction, oh aura toujours 


FM — FM — 21. 


En opérant de même de lautre côté de l’origine, on 
aura la seconde branche de la courbe, et l’on peut appli- 
quer ici les remarques que nous avons faites sur la 
construction de lellipse par le procédé analogue. 

On peut aussi, d'après cette propriété, décrire lhy- 
perbole, comme Pellipse, par un mouvement continu : 
pour cela , on fixe au foyer F” une règle FM, qui peut 
tourner autour de ce point. À extrémité M et à l’autre 
foyer F est attaché un fil MF, tel que FM — FM soit 
égal au grand axe BB’; glissant ensuite un piquet le 
long du fil, on le force à s'appliquer toujours contre 
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la règle qui tourne autour du point F'; et le piquet; 
par ce mouvement, décrit une portion de Phyperbole 
demandée. 


233. Occupons-nous maintenant de mener une tan- 
gente à l’hyperbole, dont Péquation est 


A y? — B°x° = — A’Br. 


Soient x", y”, les coordonnées du point de tangence; 
elles vérifieront la relation 


A°y° — B°x"° — — A°B:. 
La tangente étant une ligne droite, et devant passer 
par ce point, son équation sera de cette forme 
y—y" —=a(x—x). 
Il ne reste plus qu'à déterminer a. 
Pour y parvenir, il faudra opérer sur ces trois équa= 


tions comme sur celles de lart. 149, qui étaient rela- 
tives à l’ellipse; mais ces dernières sont les mêmes que 


les précédentes, en changeant B en Bÿ/—1. Le ré- 
sultat sera donc aussi le même avec cette modification, 


et l’on aura 


[A pee ont AG à | 
A2 LA 
L’équation de la tangente sera 


nu DT 
S ÉTAT Sel à 


ou, en réduisant 
A?yy" — B'xx" —— A°B?. 


On aura de même, pour BE de la normale, 


x"). 





AVE 
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On prouve facilement que tous les points de la tan: 
gente, excepté celui de tangence, sont hors de lhyper- 
bole. Pour cela, prenons la valeur de A°y° dans léqua- 
tion de l’hyperbole, nous aurons 


A°y? — B°x? — A°p°; 
cette valeur de A°ÿ* convient aux points situés sur la 
courbe même. Pour les points situés hors de la courbe : 
la valeur de y correspondante au même x , sera néces- 


sairement plus grande; par conséquent, les valeurs de 


y° et de A°y* seront plus grandes aussi : on aura donc 
alors 


A°y° > Br — A°B?; 
au contraire , pour les points intérieurs à la courbe Ja 
valeur de Pordonnéey sera plus petite que sur la courbe 
même, la valeur de x étant égale: il en sera de même 
pour A°y°; on aura donc alors 

A°y° ÉS B22° — A°B?, 
en lransposant ces inégalités dans un seul membre, on 
en déduit les trois conditions suivantes : 


Pour les points extérieurs A°y°—B’x°+4"B>o, 
Pour les pointssituéssur la courbe A°y°—B°x°+A°B—0 : 
Pour les points intérieurs À°y°—B°x°+A°B<o. 


Maintenant , il faut prouver que tous les points de la 
tangente, excepté le point de tangence même, satis- 
font à la première de ces inégalités. Or il est facile de 
voir que le signe négatif du terme affecté de x° empêche 
que la démonstration employée n° 150, pour lellipse ne 
soit ici praticable; il n’y a donc d’autre ressource que de 
calculer directement la quantité A2y2 — B°x°+ A:B° en 
fonction de x seul. Pour cela, il n’y a qu’à tirer la valeur 
de y de l'équation de la tangente, cette svaleur era 


green 
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et en Ja substituant dañs ]la quantité. aq 1r8 Et 
A°y°— B’x° + A°B°; où aura 
Bxx"— A2 


sa Le Ni Or à 
À 242 P22.-5 2R2— DHNTON fo ie PIX y 2p2 
À°y°— B'x°+ A°B PUCES B°x° + A°B 


+. 


En réduisant le second membre au même dénominateur, 
et iieltañt au numérateur , au lieu de A°y"?, sa valeur 
B°x*— AB, tirée de équation de l'hyperbole, ce nu- 
méräteur devient 
Bi(xx"— AE (Ba A°B°) (A°B2— B?x°), 
et les produits étant développéset réduits, donnent enfin 
.2 à M\2 
A y — Bat Atôs een D ou ) s 

le second membré étant un cârré ést essentiellement 
positif; ainsi l’on a toujüurs sur la tangenle. ...... 
A°y°— L’x° + A°B° >> o, ce qui prouve que tous ses 
points sont extérieurs à là courbe; il n’y à d’excep- 
tion que pour la valeur + — x"= 0} qui rend cetté 
quantité nulle; mais cette valeur noüs ramène äu 
point de tangence : lui seul est doné sur Phyperbole: 

254. La valeur de « devient infinie quand y" est 
nulle , car 2°= 0 donnerait y” imaginaire; ét y" in- 
fini donnerait x” infinie : ainsi, aux extrémités du pre- 
iMmier axé de l'hyperbole > la tangente est parallèle aux 
ordonnéés , et elle ne peut jamais devenir parallèle 
aux abscisses. 

235. Si par le centre et par le point de tangence 


« L . , . 
on mene une ligue droite, son équation sera de la 
forme 


/ , 

4e 
et la condition de passer par le point de tangénce 
donnera 


<a 


Fra 


0 

141 ? 
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> Cette valeur > étant multipliée par celle de & qui con- 
vient à la tangente, donne 


et, en comparant ce résultat avec celui de lar- 
ticle 227, on voit (fig. 89) que le point de tangence 
M est sur une hyperbole, dont le premier axe est 


AT , et le rapport des axes + d’où il suit que, pour 


* 


mener une tangente à lhyperbole par un point M 
donné sur cette courbe, il faut mener, de ce point 
au centre, le diamètre AM; puis, par l'extrémité B’ du 
premier axe BB’ mener la corde B’N parallèle à AM ; 

MT, parallèle, à BN , sera la tangente demandée. 
Il résulte de cette construction et de la forme sy- 
métrique de l’hyperbole, que les tangentes MT , mé, 
aux extrémités d’un même diamètre , sont parallèles 
entre elles. Si donc on mène par le centre À une 
parallèle à ces tangentes , elle ne rencontrera jamais 
Ja courbe : cependant, par analogie avec Pellipse, on 
prend sur cette parallèle une quantité qui s'appelle 
le diamètre conjugué du diamètre AM , et qui se dé- 
termine comme on le verra plus bas. Ici, comme 
dans l’ellipse, l'angle EAM , formé par deux diamè- 
tres conjugués , est égal à l’angle B'NB des deux 
‘cordes qui leur sont respectivement parallèles, et qui 
sont menées des deux extrémités du premier axe à un 

même point de la courbe. 

236. En faisant y—0o dans l'équation de la tan- 
gente, on trouvera 
A? 


L = —7e 


Cest la valeur de AT (fig. go) : en la retranchant de 


AP , on aura la soutangente 
20 
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x"2— A? \ 


t4 4 
Fes) _ 


LS Lee 





On trouvera de même la sounormale 
B°zx" 

237. Les formules précédentes peuvent encore servir 
pour mener des tangentes à lhyperbole par un point 
extérieur ; car, en représentant ses coordonneés par 
x’, y’, elles . devront satisfaire à l'équation ‘de la tan- 
gente; .ce qui donnera 


A°ÿ y" Ba" — — Age (x). 
On aura, de plus, | 
A°y"— Br — AB (2), : 


puisque le point de tangence est sur la courbe. Ces 
deux équations suffisent pour déterminer ‘les coor- 
données x”, y", qui seront en général doubles pour 
le même point; et il est facile de s'assurer que ces 
valeurs seront toujours réelles , ‘lorsque le point. 
donné sera hors de l’hyperbole (233). 

En appliquant ici les considérations dont nous avons 
fait usage (n° 160) pour l’ellipse, on trouvera de même 
qu'en regardant les coordonnées x", y", comme varia- 
bles dans l'équation (1), cette équation est celle de 
la droite qui passe par les points de contact des deux 
tangentes menées du point extérieur , dont les. coor- 
données sont x", y’. En assujétissant cette droite à 
passer par un point donné, dont les coordonnées sont 
a et b, elle deviendra | 


A°by'— B'ax — — A°B? (3); 


et alors, en y regardant x’, ÿ', comme variables, elle 
représentera une droite telle que, si d’un quelconque 
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de ses points , on mène à l’hyperbole deux tangéntes , 
la corde qui joindra les deux points de tangence pas- 
sera par le point donné, dont les coordonnées sont 
a et d. 

En continuant de suivre, dans les calculs ; Pana- 
logie des deux courbes , on arrivera à une construc- 
tion pareille, pour déterminer la droite qui contient 
les sommets des couples de tangentes, quand on con- 
naîtra le point de concours des cordes , et réciproque- 
ment. La similitude est si parfaite, qu'il m'est pas 
. besoin d'expliquer ici l'application de cette méthode, 

et qu'il suflira, pour s’en rendre compte, de jeter les 
yeux sur la fig. 91. | 

238. L'extension indéfinie des branches de l’hyper- 
bole , introduit dans la direction de ses tangentes une 
loi très remarquable qui lui est particulière. Pour la 

découvrir, reprenons l'équation 


| B? 
JA). 
Les deux valeurs de y, qui en résultent, peuvent se 
mettre sous la forme 
AN 
=+E — (: —— Æ À 


Développons le radical en série par le théorème du 
 binome , il deviendra 


et en effectuant la multiplication par 5 il viendra 


Bzx 1BA 1 BAS 1 BAS :) 


À mesure que x augmente, À et B restant les mêmes, les 
20. 
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BA BA? 24e da 
termes =, —, elc., diminuent, parce qu’ils sont 
divisés par les puissances successives de x ; et les va- 
leurs de y approchent de plus en plus de se réduire à 


4] 


Es Ets : on peut même, comme x est indéfini, Le prendre 


assez grand pour que la différence soit plus petite que 
toute quantité quelconque donnée. Par conséquent, 
si lon construit deux lignes droites, dont les équations 
soient 


Bz Bxz 
Y— Fur TA SE ANT 


ces droites seront les limites des deux branches su- 
périeure et inférieure de lhyperhbole, qui s’en ap- 
prochera sans cesse sans pouvoir les atteindre; et 
c’est ce qu’il est bien facile de voir, car on aura tou- 
jours 





he de —B sur l’hyperbole, 
B2 2 . 
y? Fe sur les droites ; 


de sorte que les ordonnées correspondantes aux mêmes 
abscisses seront constamment plus petites sur la courbe. 
Cette propriété a fait donner le nom d’4symptotes aux 
deux lignes droites déterminées par ces équations. 

On peut aisément prouver, d’après les expressions 
précédentes, qu’en effet ces droites s’approchent conti- 
nuellement de l’hyperbole; car, bien que la différence 
entre les carrés de leurs ordonnées et les carrés des or- 
données de cette courbe soit constante, cependant la 
différence des ordonnées elles-mêmes va toujours en 
diminuant, de manière à devenir enfin plus petite que 
toute quantité donnée. Pour le faire voir , retranchons 
les deux équations précédentes lune de lautre, en 
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désignant par y’ les ordonnées des asymptotes, afin de 

les distinguer de celles de la courbe, qui continueront 
d’être représentées par y ; nous aurons ainsi 


ve — ÿ° — B?, 
ou GES) CY HE y) —P': 
d’où lon tire 
LM a | LÉ per 
» 4 ITY+F) ? 


y — y est la différence des ordonnées. La fraction qui 
Vexprime a son numérateur constant; mais son déno- 
minateur est variable, et augmente continuellement 
_avec les ordonnées y, y’, à mesure que l’on s'éloigne 
du centre de l’hyperbole. Ainsi, cette fraction diminue 
sans cesse. Et comme il n’y a pas de limite à l’accrois- 
sement des ordonnées y’ et y, il n’y en a pas non plus 
à la diminution dela fraction. La différence des deux 
ordonnées y'— y peut donc devenir aussi petite que l’on 
voudra, et plus petite que toute quantité donnée. 

239. Pour construire les asymptotes de l’hyperbole, 
on mênera à l’extrémité du premier axe une perpendi- 
culaire, sur laquelle on prendra deux ordonnées de 
signes contraires, égales toutes deux au demi-second 

axe B; puis, par les extrémités de ces ordonnées et par 
le centre de lhyperbole , on mènera deux lignes droites. 
Ces lignes faisant avec le premier axe un angle dont la 


; BE B La 
tangente trigonométrique est + 7? seront évidemment 


les asymptotes demandées. Il est visible que Phyperbole 
sera comprise tout entière dans angle formé par leurs 
directions. 

240. On voit aussi, par ces résultats, que si une 
ellipse et une hyperbole sont construites sur les mêmes 
axes, les diamètres égaux de la premiere formeront, 
étant prolongés, les asympiotes de la seconde. 
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241. Si lhyperbole est équilatère, on a B— A; les 
asymptotes font avec l'axe des angles de 45°, et sont 
perpendiculaires entre elles. 

249. Il est facile de voir que les asymptotes sont 
aussi la limite de toutes les tangentes. En effet, l’équa- 
tion d’une de ces dernières étant 

A°yy"—B°xx"— — AB, 
le point où elle rencontre l'axe réel de Phyperbole a 
pour abscisse | 

A? 

Cest la distance de ce point au centre de la courbe. Sa 
position autour de ce centre dépend du signe de x, 
c’est-à-dire de labscisse du point de tangence; mais, en 
ne considérant que sa longueur , on voit qu’elle diminue 
à mesure que x” augmente, et qu’elle ne peut devenir 


nulle qu’en supposant x” infini. Dans cette supposition, 
RE 1 58% 
la valeur de y" devient aussi infinie et égale à + a 


de sorte qu’en la substituant dans la valeur de & qui 
convient à la tangente, et qui est 


B? x“ 
Fa 
on trouve 
a = + p; 
À 


C'est précisément la valeur de «& qui convient aux 
asymptotes; ainsi, les tangentes de lPhyperbole s’ap= 
prochent de plus en plus des asymptotes, à mesure que 
le point de tangence s'éloigne du centre. 

248. Les directions de la tangente et de la normale 
dans l’hyperbole ont aussi des rapports remarquables 


avec les lignes menées des foyers aux divers points de 
la courbe : cherchons à les découvrir, 
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ds: du foyer F, pour lequel y—0, et x — VA EP: 
(fig. 92), on mène une ligne droite FM à un point 
Do de lhyperhole ayant pour coordonnées 
x, y’, l'équation de cette droite sera 


Y—Y = «(x — x"). 
La condition de passer pet le foyer tonne , en faisant 
VA +B— ü 
| mania 
C— x" 


La tangente au même porte de lhyperbole à pour équa- 
tion (n°233) 





» pre À = à (x —2 x SET 
A°Y 

L angle FMT, où JM, qu ASE fait avec la droite FM, a : 
pour tangente t'igonométrique 


C' Laure 2 CPE 


1+kae. 





qui se réduit à 
| | 


en mettant pour à et e leurs valeurs, et observant ie 
e Dr B2x"2 — =" A2B;?; 

puisque le point x”, y", est sur lhyperbole. 
_Pareillement, si, du second foyer F”, pour lequel 

J—=0,etx——c, on mène au point de tangence une 

. ligne bite son équation sera 

À Dh = (me 1), 
et Pon aura 


[4 


PA use 

C + x | 
iMPangle F'MT, ou j'Mé, que fait cette droite avec la 
langente MTde lhyperbole, à pour tangente trigonomé- 
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trique 
du 
1 aux? 
qui se réduit à 
PE 
cy" 2 


quand on met pour a et & leurs valeurs. Les angles 
FMT et F'MT, ayant même tangente, sont égaux entre 
eux; d’où résulte cette propriété, que, dans l’Ayper- 
bole, les droites menées du point de tangence aux deux 
foyers font avec la tangente, et de part et d’autre de 
cette ligne, des angles égaux. ts à 

Il suit de là que Za normale MN divise en deux par- 
ttes égales l'angle FM£ formé par les rayons vecteurs 
menés des foyers à un méme point de la courbe. 

Ces propriétés existent aussi dans l’ellipse, et il n’y a 
de différence que dans ce qui tient à la situation de la 
tangente par rapport à ces deux courbes. 

24%. Ceci fournit la construction suivante pour me- 
ner une tangente à l’hyperbole par un point donné. 

Supposons-le d’abord sur la courbe. 

On mènera les rayons vecteurs FM; FM (fig. 92 }; 
on prendra sur celui-ci, à partir du point M, MG = MF; 
puis, joignant GF, et lui menant la perpendiculaire 
MT, ce sera la tangente demandée. | | 

En effet, par cette construction , les angles FMT; 
F'MT, sont égaux entre eux. On pourrait démontrer 
ici, comme dans lellipse, que la droite MT n’a que le 
point M de commun avec l’hyperbole. | 

Supposons le point donné # extérieur à la courbe. 

De ce point #, comme centre, avec un rayon égal 
à F£, on décrira une circonférence de cercle. Du foyer 
F” comme centre ; et avec un rayon égal au premier axe 
BB’ de lhyperbole , on décrira une autre circonférence 


DE L'HYPERBOLE. 313 


* qui coupera la précédente en G. Menant F'G qui ren- 
contre la courbe en M, le point M sera le point de tan- 
gence, et {MT sera la tangente demandée. 

Car , si lon mène {G, on aura par construction 
Gi=— Fr; de plus, le point M étant sur lhyperbole, et 
F'G étant égal au premier axe, ona MG —MF : donc la 
ligne Mtest perpendiculaire à GF, et divise angle FMF 
endeux partieségales; doncelle est la tangente demandée. 

Les circonférences décrites des points F” et ‘, comme 

centres, se coupant en deux points, cette construction 
donnera les deux tangentes que l’on peut mener à l’hy- 
perbole par un point extérieur. Si ce point est compris 
“entre les asymptotes et une des branches hyperbo- 
liques, les deux points de tangence seront sur cette 
branche; mais s’il est hors de cet angle, les deux points 
de tangence seront situés sur les deux branches oppo- 
sées. Dans tous les cas, les deux points de tangence 
seront réels; car, pour tous les points situés hors de 
lhyperbole, la différence de leurs distances aux deux 
“foyers est moindre que la longueur du premier axe, 
comme il est aisé de le voir; de sorte que les cercles 
décrits des points F’ et £ comme centres, se couperont 
toujours , tant que le point £ sera extérieur. 


Des Propriétés de l’'Hyperbole par rapport à 
ses diarnètres conjugués. 


245. Les propriétés de l’hyperbole par rapport à ses 
diamètres, peuvent se déduire avec une extrême facilité 
de celles qui appartiennent à l’ellipse. 

En effet, l'équation de l’'hyperhole, rapportée à ses 
axes et au centre, est 

A°y° — B’x°— — A°B°. 
“Les abscisses sont alors comptées sur celui de ces axes 
qui rencontre la courbe. | 
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En faisant | | 
42 x" cos æ + y’ cos’, Y= x" sinmet+y sine, 
on pourra établir entre + et z/ la relation nécessaire 
pour que Île terme affecté de x'y’ disparaisse : mais on 
peut, sans effectuer le calcul, parvenir sur-le-champ à 
ce résultat; car les équations précédentes: se déduisent 
de celles de Part. 161, qui sont relatives à lellipse , en 
changeant B en BY/—1 dans ces dernières Fiet, par 
conséquent , les résultats auxquels elles conduisent, ont 
entre eux la même relation. On aura donc pour lPhy- 

perbole | | 
(Asina"—B'cosx’)y"?+(A’sin?2—B'cosx)x2—— AB 

A°sin a sin &’— B°cosæcos& —0, 
ou bien 

A°tang « tang & — B°— 0. 

En faisant successivement x'=0 ety —0, on aura 
les distances de Vorigine aux points dans lesquels la 
courbe coupe les diamètres auxquels elle est rapportée. 
Si lon représente par A'* et B les carrés de ces di- 
stances, 1l viendra comme dans l'article 164. | 


PIE Re A ae puis adreBe 
A?sin*æ—B? cos &”. . A’sin’a'— B'cos°x’ 


En multipliant ces deux quantités lune par Pautre, 
comme dans Part. 165 , le résultat pourra se mettre sous 
la forme 
APR 7 ASIN 
(A°sinesine"—B’cosacosz” ) —A*Bsin*(e"—«) 
Li première partie du dénominateur s’éyanouit en 
vertu de la relation qui existe entre «’ et #; il reste 
simplement 1] | 
A’2B'2 — mn 2: 8) APE ES . 


sin (œ° — œ) ? 


d'où 1} suit qu'une des quantités A”, B', est imaginaire : 
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et, par conséquent , l’hyperbole ne rencontre jamais en 
même temps ses deux diamètres conjugués , propriété 
que nous avions déjà reconnue précédemment. 

246. Nous pouvons à volonté supposer réelle l’une 
*ou l'autre des quantités A”, B’, et.ce choix déterminera 
quel est celuides axes des coordonnées qui rencontre 
la courbe. Supposons que ce sort axe des-x’, alors A’ 
sera réel; et, pour éviter les imaginaires ; nous repré- 
senterons par — B” la quantité que nous avions n0mM- 
mée B'?; ce qui donnera | 


L.. A°B sl 
CE pe TRUE PE EEE ES ee voa TE AE ERNEST UE 1° 
A’sin’x — B°cos° #° : Asin’z — B’cos’* 


Alors l'équation de Fhyperbole deviendra 

A2 y° po pa Cars B, 
qui se déduit de celle que nous avons trouvée, art. 164, 
pour lellipse, en changeant B° en By/—1 dans cette 
dernière. Les quantités 2A”, 2B', sont appelées, par 
analogie, diamètres conjugués de l’hyperbole, quoique 
le premier soit le seul qui soit terminé par la courbe. 


B'2 st f2 


re est le paramètre du premier diamètre, et N'æ 


est le paramètre du second. Pour plus de simplicité , 
_ nous supprimerons les accens des variables x” et y',en 
nous rappelant toutefois qu’elles appartiennent à des 
coordonnées obliques, et il viendra 
A" y? — B°?x?— — A" PB". 
On déduira facilement de cette équation que les carrés 
des ordonnées aux diamètres conjugués sont entre eux 
comme les produits des distances du pied de ces ordon- 
nées aux sommets de la courbe; d’où il suit que, pour 
décrire une hyperbole dont on connaît deux diamètres 
conjugués, il faut décrire une autre hyperbole sur 
ces diamètres pour axes, et incliner convenablement les 
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ordonnées de cette dernière , sans changer leur longueur, 
247. À l'équation précédente, il faudra joindre les 
suivantes : | 
A'8— B'?— A2— B:, 
A" B sin (x — 4) — AB, 
A° tang a tang &— B°— 0. 
qui se déduisentde celles de l’art. 167, qui appartiennent 
à l’ellipse, en y changeant B et B’en B V—1 et BY/—1. 
Ces trois équations suflisent pour résoudre toutes les 
questions relatives à la recherche des diamètres conju- 
gués de l’hyperbole. tu 
La première signifie que la différence des carrés con- 
struits sur les diamètres conjugués est toujours égale à 
la différence des carrés construits sur les axes. Il résulte 
de cette propriété, que toutes les hyperboles n’ont pas: 
des diamètres conjugués égaux; car la supposition de 
A"= B' donne A =B , et réciproquement. ZL’/}yperbole 
équilatère est donc la seule qui ait des diamètres con- 
Jugués égaux , et tous les siens le sont deux à deux. 
La seconde des équations précédentes signifie que 4e 
parallélogramme construit sur les diamètres conjugués 
est toujours équivalent au rectangle des axes, propriété 
qui a également lieu pour Pellipse. | 
Enfin la relation 
A? tang «& tang & — B° —0, 
étant comparée à celle de l'art. 227, signifie que l’on 
peut mener, par les extrémités du premier axe de lhy- 
perbole, deux cordes qui se coupent sur cette courbe, 
et qui soient respectivement parallèles à deux diamètres 
conjugués quelconques, dont la direction serait connue; 
ce qui permet d'appliquer à l'hyperbole le moyen que 
nous avons donné (n° 168) pour trouver deux diamètres 
conjujugués de l’ellipse qui fassent entre eux un angle 
donné. 
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246. 51, par les extrémités du diamètre sur lequel 
les abscisses sont comptées, on mène deux droites di- 
rigées d’une manière quelconque, elles auront pour 
équations 

ÿ—=a(x+A), ÿ—=a (xz—A), 

æ et a” étant les rapports des sinus des angles qu’elles 
dont avec ces deux diamètres. Pour que ces droites se 
| coupent sur l’hyperbole , il faudra qu’on ait 


A" aa —B'—0; 


\ 





| 
| 
| 
| 
| 


| 
Ce qui établit pour les diamètres une condition analogue 
à celle qui existe pour les axes. 

249. Si, par un point pris sur l’hyperbole, et dont 
les coordonnées, par rapport aux diamètres conjugués, 
seront x, y", on mène une tangente à cette courbe, il 
faudra combiner ensemble les trois équations 

A" y° ms: R/2 A? — — A'2 BE, 
A"y"° ne. B’2 x"? — A’? BF, 
VV =a (x x"), 
& étant le rapport des sinus des angles que fait la tan- 
sente cherchée ayec les diamètres conjugués auxquels 
Ja courbe est rapportée. L’analogie que nous avons re- 
marquée entre lellipse et l’hyperbole, s'applique en- 
core à ces équations, et en les comparant aux expres- 
sions trouvées n° 174 , elle donne 
B'2 x" 
d'— A 7° 
et l'équation de la tangente devient 
… A yy"—B2xx"—— À2p'2, 
Celle d’une droite menée par le centre de l’hyperbole 
et le point de la tangence étant 


| NES EN Var, 


14% 
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on aura 


’ 
Œ. —" 


n° 


Multipliant eette valeur par celle de &, il vient 
B'2 

rc 
d'où il suit que le point de tangence est sur une hyper 
bole rapportée à des diamètres conjugués parallèles à 
ceux de la proposée, et dont le rapport est le même: 
Cette hyperbole passant à Porigine des coordonnées , et 
par le point où la tangente rencontre l'axe des x, un 
de ces diamètres est la distance de ce point à origine 
(Gg. 93). Par conséquent, pour mener, d’un point Mde 
Fhyperbole, une tangente à cette courbe, on mènera 
par ce point et le centre le diamètre AM ; par Pextré= 
mité D’ d’un diamètre quelconque DAD”, on tirera D'N 
parallèle à AM; MT, parallèle à DN, sera la tangente 
demandée. Cette construction est précisément celle qui 
nous a servi pour! lPellipse (n° 175): on pourra donc 
appliquer à lPhyperbole toutes les conséquences que 
nous en avons déduites relativement à la recherche 
des diamètres conjugués et des axes, lorsque la courbe 
est décrite, et que son centre est connu. 


4 


aa —= ou  Aaa —B°=o, 


Des Propriétés de l Hyperbole rapportée à 
ses asympiotes. 

250. L’équation de l’hyperhole prend une forme très 

remarquable, lorsque lon choisit ses asymptotes pour, 


axes de coordonnées. À cet effet, il faut se rappeler: 
que ces lignes font, avec le premier axe; des angles 

À + Ai ARE IE | 
dont la tangente trigonométrique est + rt Ainsi , en 


reprenant les formules générales de transformation 


x—=x'coseæ+y cos, y=x" sina—+ysinæ,| 
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il faudra supposer 
tang & = — — tang & == —, 
É A? EAU 
Alors les coordonnées x", ÿ', seront parallèles aux 


asymptotes. Or, en substituant ces valeurs de x et de y 
dans équation de l’hyperbole | 
: A? y° — B°x° = — À°pB>, 
elle devient, comme dans len° 245, 
Chsiné —B'cos x )y"?+(A?sin?e—B’coste)x"? DLL En 
+2 (Asin esine— B°cosx cosa’ ) x'y" $ 
Les cocfficiens de yet de x"? sont nuls d'eux-mêmes, 
en vertu des valeurs précédentes de tang # et detang #; 
4 (202 r Q dl 4 A? B° 
| celui de x'y’ se réduit à — GE et, en vertu de 
ces valeurs, Péquation de la courbe devient 
È A ” Pr À° + B2 
XY — Tr 
251. Réciproquement, il serait facile de prouver que 
les asymptotes sont les seuls axes de coordonnées qui 
puissent la réduire à cette forme. Il suffit, pour s’en 
assurer , de substituer les valeurs générales de x et de y 
dans l'équation aux axes, et de déterminer # et # par 
la condition que les carrés des coordonnées y"? et de x’? 
disparaissent ; car on retombe ainsi sur les valeurs pré- 
_cédentes de tang # et de tang «’. 
M 252. D À Île de léquati À 
292. Lans cette orme nouvelle de l'équation de Fhy- 
* perbole, on reconnaît aisément la propriété caracté- 
ristique des asymptotes, de s'approcher sans cesse de la 
! courbe. En effet, si Von considère la valeur de LA 
‘ |  42ARE A° AS B° 
NP . 1 À Lerrgn 4 LÉ ? 


on voit que cette valeur diminue à mesure que x’ aug- 


> Qui est 
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mente, c’est-à-dire que la ligne PM, menée de lasym= 
ptote à la courbe , devient de plus en plus petite, et est 

nulle à l'infini (fig. 94). Il en est de même des valeurs. 
de x’ comparées à celles de y’; et, comme ces deux 

variables doivent toujours être de même signe pour que 

le produit x’ y’ reste toujours positif, ces résultats sont 

les mêmes pour les deux branches de la courbe, il n’y a 

que le signe de changé. 

253. Si lon prend la ligne B'B (fig. 95) pour repré= 
senter le premier axe de l’hyperbole, et que AX',AY", 
soient les nouveaux axes des x’ et des y, c'est-à-dire 
les asymptotes de la courbe, BE parallèle à AX sera 


égale à V/A° LB. Or, si par le sommet B de la courbe, 
on mène l’ordonnée BK terminée aux asymptotes , d’a= 
près la construction de ces droites, BK sera égale à 
AE ou au second axe B; par conséquent, AK sera aussi 
égal à BE, et par suite lon aura AD — BD. En répé- 
tant la même construction de l’autre côté de l'axe AB; 
relativement à lautre asymptote, Ja symétrie de la 
figure montre que ADBD' sera un losange , dont le côté 


AD moitié de AK sera À se Soit 8 l'angle X’AY” 

formé par les asymptotes entre elles; l'équation précé- 

dente de lhyperhole, multipliée par sin 8, donne 
À°2 + B2 


7— «sin 8. 








x'y" sin 8 — | 
Le premier membre représente l'aire du parallélo- 
yramme APMQ construit sur les deux coordonnées 
AP, PM, d’un point quelconque de la courbe. Le second 
membre représente l'aire du parallélogramme ADBD”° 
formé sur les coordonnées AD’, D'B, du point B qui en 
est le sommet; et l'équation précédente fait voir que 
ces quantités sont constamment égales entre elles. Le 
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grand losange BBEE”, quadruple de ADBD’, se nomme 
la puissance de l'hyperbole. 

254. Lorsque lhyperbole est équilatère, l’angle des 
asymptotes est: droit: sin 8—1; le losange ADBD" 
devient an carré qui est toujours égal au rectangle des 
-coordonnées, 

Pour plus de sinrplicité » nous supprimérons les ac- 
cens des variables x’ y, en nous rappelant toutefais 
qu'étant comptées sur les asymptotes , elles sont en gé- 


A? + B° 
À 


mdrr 2 
= M, et 





néral obliques: De plus, nous ferons 
il viendra 
xy —= M°. 
u. 265. Soient x”, y'; les coordonnées d’un point, quel- 
conque de l’hyperbole; on aura 
Cà à 340 > } D'YTÉE Er == M?. 
: Si par ce poine on lui mêne une tangente, elle aura 
Sr équation 
dt. PT. ds +: 4 
cp | PT 
+ ‘ILSagit de déterminer &«. 
Pour céla, nous considérerons d’abord cette droite 
éonime une sécante ; et, pour trouver les points où elle 
rencontre lHBurBote: nous combinerons les trois équa- 
"tions précédentes. Or, les deux premières étant retran- 
‘chées ce AE ÿ l'autre, donnent 


xyÿ —x"y —0, 
_qui peut se mettre sous la forme 
x(y—")+y" (x — x") = 0; 

ou; en mettant pour y — y” sa valeur tirée de l’équa- 
“tion de la droite, 

à (x = x") (ax + y") — 0. 

Cette relation est satisfaite quand x — x"; ce qui donne 
y =7", parce que æ',y", sont les coordonnées du pre- 
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nier point dintersection: E’autre ‘facteur ,: égalé 4 

zéro , donne ‘3% u 

| ax + y" 0 | Li 

Si la droite est tangente ; cœætte relation devra encore 

étre satisfaite quand x = x", ét y== y"; ce qui donne 
4 


ax" +" 0). Où GE TT EM 


4 


et, d’après cette valeur, l'équation de la tangente devient 
7 Tu | 


y—3 = À x) 
256. En faisant y—o dans cette équation, on aura 
Pabscisse du point où la tangente réncontre l’axe des x, 
et x — x" sera la valeur de la soutangente. On trouve 
ainsi re 
x it" EE 1, 
c'est-à-dire que, lorsque Phyperbole est rapportée à ses 
asymptotes, la soutangente pour, chaque point.est égale 
à l’abscisse qui lui correspond. Ainsi, pour:mener cette 
tangente MT, fig. 95, il faut prendre sur lasymptote, 
à partir du pied de Pordonnée PM , une longueur 
PT — AP — x"; MT sera la tangente demandée. . 
On voit, par cette construction même, que, si lon 
prolonge la droite M'E jusqu’à sa rencontre avec l'autre 
asymptote en, on aura M4 — MT. La portion de la 
tangente qui est comprise entre les asymptotes , se 
trouve donc coupée au point de tangence en deux pars 
ties égales. | 
257. Du centre à un point quelconque M de Phyper- 
bole, menons un diamètre AM que nous nommerons 
A'; ét appelons 8 l'angle Y'AX” iormé par les deux 
asymptotes (fig. 95) : les triangles AMP,TMP, don- 
neront , quel que soit 8, 
AM? = yÿ* + x° + 2xy cos 8, 
EM = y? + x — 27yc0s8; 
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* d'où Pon tire 

AM — MT2— 4xY cos 8. (1) 
L'angle Y'AB,X'AB, formé par les asymptotes et l'axe 


B 
réel de la courbe, a pour tangente trigonométrique as 


on aura donc, en lé nommant 8, 


: B À 
SIN 0 = — —, cos 8 = —  — , 
MAS LE Re: VA + B* 


L’angle 8 — 28 : donc 
cos 8 = cos 0 — sin? 0, 

qui donne | 

| A2 — B° 
A LR 
L’équation de l’hyperbole donne 

hxy = AP + PB, 

 Substituant dans Péquation (1), il vient | 
AM°— MT*, ou A°°— MT:— À? p>, 
Or, si l’on nomme B? la longueur du demi-diamètre 
-conjugué à À, on a toujours A’? — P'?— A2 — B?, donc 
MT = B'; c'est-à-dire que MT est le conjugué de AM, 
et TMi de MAm: ainsi, lorsque l’on connait un premier 
diamètre #7AM de lhyperbole > Son conjugué est la: 
portion TM£ de la tangente menée à son extrémité, 
et terminée aux asymptotes, 


cos 8 == 


258. On vient de voir n° 255 que, si d’un point quel- 

conque M” pris sur Khyperbole (fig: 96), et dont les 
| coordonnées sont zx”, y’, on mène une ligne droite 
qui ait pour équation 


‘! 


Y—Y =a(x— x"), 
Pautre point M”, dans jequel elle rencontre la courbe, 
, est déterminé par l'équation 
ax y” ca ©; 
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« 
. C'est. la valeur ‘de. Pabscisse AP”: Maisy si lon fait 
y —0 dans Péquation de la droite, elle donne aussi , 
\ s 1 j 
LT TL" Se té 


«a 


Alors x représente Pabseisse AQ"” du point où la droite 
rencontre laxe AX, et x — x" est la valeur de PQ"; il 
résulte donc de.ces expressions que PQ" — AP”. Par 
conséquent, si lon mène M” Q parallèle à à AX , les 
triangles P"M"Q", Q'M"Q", seront égaux , s les 
Hones M'Q", M” Q”, seront égales entre elles. 

C'est-à-dire que, si d'un point quelconquede Phy= 
perbole on mène une: droite quelconque terminée aux 
asymptotes, les portions de cette droite comprises entre 
les asymptotes et la courbe seront égales entre elles. 
Cela a encore lieu quand la droite est tangente, ? Comme 
on la vu précédemment. 

Ceci fournit un moyen très simple de décrire une 
byperbole dont on connaît un seul point M", avec la 
position des asymptotes; car en menant de ce point une 
droite quelconque Q"M" @"” terminée à ces lignes’, on! 
portera Q"M" de Q en M"; M" sera un nouveau point 
de la courbe. En répétant ceité construction , on trou- 
vera autant de points que Pon voudra. 

Pour le tracé, ilest plus commode de ne pas mener! 
toutes leslignes d’un seul point M; et de fairesuccessive= 
ment servir à cet usage quelques-uns de ceux.que: l’on? 
détermine. On évite ainsi la confusion qui résulterait 
d'un grand nombre de lignes passant par un même point: 

On peut employer cette construction dès que lon 
connaît les deux axes de l’Hyperbole et son centre; car 
il est alors facile de déterminerses asymptotes. 
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Sur l’Equation polaire de lHyperbole, et la 


mesure de sa surface. 


259. Reprenons l’équation de l’hyperbole rapportée 
à des coordonnées rectangulaires, 
A2 ÿ° — B2x° — — A? B;, 
et proposons-nous de la transformer én coordonnées 
ngulaires , ayant leur pôle en un point quelconque, 
dont les coordonnées soient x’, y’. Pour cela, soit r le 
rayon vecteur mené de ce pôle , et v Pangle qu’il forme 
avec une droite fixe parallèle à l'axe des x, du côté des 
æ positifs. D’après ces conventions, on aura, n° 100, 


x=x +rcosr,. Y=Y + r Sin #; 

et ces valeurs étant substituées dans Péquation préct- 
_ dente, elle devient 

A°sin° d. r* + 2A°%sin ie B°x'°=— A:B;. 
— B’cos*s)  —2B°x’cosv 
Je ne chercherai point à discuter cette équation sous sa 
forme générale, la marche que nous avons suivie n° 182 
pour lellipse s'appliquant ici littéralement; mais je 
passerai tout de suite au cas où l’on place le pôle des 
nouvelles coordonnées à un des foyers , par exemple, 
à celui qui. est situé du côté des x positifs, fig. 97. 
Pour cela, il faudra faire 


VE 0ÿ 1 x'— EF y'A RP, 
puisque ce sont là les coordonnées du foyer F dont il 
s'agit. En substituant ces valeurs dans l'équation pré- 
Bite elle devient 


{ A° sin? # — B° cos v RP — Ba x’ coss.r = B#; 
et si, après lavoir résolue par rapport à 7, on traité 
les deux racines comme nous avons fait n° 182, dans le 
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cas de l’ellipse, an trouvera d’abord ces deux valeurs , 
__ B’(x’ cos s + A) ___ B'(x’cosv— A) 

7 Atsiny—B'cosr” |” Asinp—B'cosy? 





qui, en changeant la forme du dénominateur et faisant 
disparaitre les facteurs communs, deviennent 


B° B°? 


le 








CRE mm — 


À = Looiaid en ES A + x' cos v 

Discutons d’abord la première. Si Von y fait d’abord 
# — 0, le rayon vecteur sera dirigé sur l'axe AX même, 
du côté où 1l s’étend à l'infini. Alors cos v étant égal à 
Punité , le dénominateur de r devient À — x’, ou 





A— VA +R, quantité essentiellement négative; 
est donc aussi négatif dans cette circonstance, et ne 
peut pas être construit. Ainsi, la courbe n’a pas de 
points réels dans cette direction. 

IL est aisé de voir qu’il en sera ainsi jusqu’à ce que la 
valeur de cos # soit devenue assez petite pour que le 
produit x” cos v qui est affecté du signe—, devienne 
moindre que le terme positif A. Cette condition com- 
mencera à être remplie quand on aura 
A—x'cos#—0o; d'où cosv— ÀL 5 MAS 
% VA +R: 
Cette valeur de l'angle # est précisément linclinaison 
des asymptotes sur l'axe; alors, en effet, le rayon vec- 
teur r commence à devenir réel, et de plusil est infini. 

Pour toutes les valeurs de # plus grandes que cetie 
limite, mais moindres que 90°, x’ cos » est positif et 
moindre que À ; quand » surpasse go°, x cos s devient 
négatif et — x’ cos s est positif. Dans tous ces cas, le 
dénominateur A — x’ cos est donc positif, ainsi que 
r; et, par conséquent, la courbe à toujours un point 
réel sur chacune de ces directions. 

La série de tous ces points constitue la hranche de 


DE: -L'HYPERBOLE. 327 
l'hyperbole qui est située du côté des abscisses positives, 
et ainsi , lon voit que notre première racine appartient 
à cette branche exclusivement. 

Mais en diseutant.de même l’autre racine, on verra 
qu’elle appartient à la seconde branche, située du côté 
des abscisses négatives. En effet, elle donne des valeurs 
imaginaires pour toutes les valeurs de cos #, comprises 

| EN ;, 
entre cos — 1 et cos v = — E dont la premiere 


dirige le rayon vecteur sur Paxe du côté des abscisses 
positives , et l’autre. le rend parallele aux asymptotes 
de la seconde branche de la courbe: Pour toutes les 
autres valeurs de #, plus grandes que celle de la der- 
nière limite, r reste constamment-positif; et enfin il se 
dirige au sommet B° de la courbe, lorsque # — 180". 

Pour mettre les expressions précédentes sous la forme 
que nous avons adoptée pour lellipse, nous introdui- 
rons la quantité e qui exprime le rapport de Pexcentri- 
cité au demi-grand axe, ce qui donne 


X 2 2 
Cr MQOU,1 CT y’A Er 





y. A: ? 
et nos deux valeurs de 7 deviendront 
LuAlme) y A e) 
7: Ae,cos #? 1e cos # 


D'après ce que nous venons de voir, ces deux équations 
appartiendront chacune à une seule branche de lhy- 
perboie; avec cette différence que, dans la première, 
Porigine des rayons vecteurs r se.trouve placée au foyer 
intérieur, tandis que.dans la seconde, :cette origine se 
trouve placée au foyer extérieur, Quand mous avons trans- 
formé l'équation de lellipse.en :coordonnées polaires, 
nous avons obtenivaussi deux valeurs du rayon vecteur, 
séparées et ralionnelles, relativement à cos #. Mais 
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Vune de ces racines donnait constamment des rayons : 
vecteurs négalifs; tandis que l'autre, constammentréelle, 

donnait à elle seule tous les points de la courbe. Dans 

Vhyperbole nous trouvons également deux valeurs de r. 
séparées et rationnelles; mais chacune d’elles représente 

une des deux branches de la courbe, et donne tantôt des 

valeursréelles, tantôt des valeurs imaginaires. Ce rapport 

et ces différences entre l’ellipse et lhyperbole méritent 

d'être remarqués. 

260. Si dans la première deséquations précédentes, où 
Porigine est au foyer intérieur, on voulait compter les 
angles # à partir du sommet de la courbe, il suffirait de 
changer # en-180°—», ce qui changerait seulement le 
signe de cos # ,:et Pon aurait alors 

6 A (1 — e?) ; 

1 Le cosy” 
cette expression de r donnerait également tous les points 
réels de cette branche, en faisant varier # depuis #—0 
ou cos #— 1, qui donnerait le sommet de la courbe, jus- 


LI 1 e 
qu’à cos # —=— — qui rend le rayon vecteur parallèle aux 
e 


asymptotes; or, en opérant de même sur: l’ellipse dans le 
n° 184, c’est-à-dire en plaçant l’origine de r à lun des 
foyers, et comptant les angles # depuis le sommet le plus 
voisin de Ja courbe, nous avons vu que Pon avait 
__A(i— e) 
TT ide cos | 

Cette équation est donc absolument de même forme 
pour les deux courbes; seulement dans lellipse e est 
moindre que 1,'tandis qu'ilest plus grand que 1 dans 
Fhyperbole; et en outre, le signe de’A se trouve changé, 
Maintenant supposons que l’on fasse e— 1; mais e re- 
présentant le rapport de lexcextricité au demi-grand 
axe , faisons en même temps le grand axe A infini, 
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“ 


en sorte que le produit A (1—e°), qui représente toujours 

le demi-paramètre de la section conique, ne s’'évanouisse 

point et reste égale à une constante p : nous aurons 

pin 

1+ COS # 

c’est l'équation polaire de la parabole. On voit d’ après 
cela que l’équation polaire | 

| _ A(i—et) 

— 1+ecoss 


r —= 


peut représenter en général toutes les sections coniques, 
pourvu que À et e y soient modifiés convenablement. 
Sous cette forme elle est fort employée dans PAstro- 
nomie. 

261. En reprenant ici la même marche que nous 
avons suivie pour ’ellipse, nous pouvons déduire l’équa- 
tion de Phyperhole d'une seule des circonstances qui la 
caractérisent. | 

Proposons-nous, par exemple, de trouver une courbe 
telle, que la différence des distances de chacun de ses 
points à deux points donnés soit constante et égale à 2A. 

Soient F, F”, les points donnés (fig. 97). Placons 
Porigine en A, au milieu de la droite FF', que nous 
ferons égale à 2c; et, supposant que M soit un point de 
la courbe dont les coordonnées AP, PM, seront repré- 
sentées par x et y, on aura, en nommant ret r', les 
distances FM, F'M; 

EYE (ETES) » r=y3+ (x +c), 


; r Ær= DA. 
En opérant ici comme dans lellipse, on trouvera d’abord 
+ 7 NT ap r'—r = 4cx, 


et par suite 


F=A+ = A +. 
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Substituant ces valeurs de r et # dans »?4-7'°, il vient 
C°x° 
AH = y° + x? +.c?, 
qui peut se mettre sous la forme 
A° (y + x?)—c? x? — A? (A*—c). 

Cette forme est la même que celle que nous avons trou- 
vée précédemment pour lellipse n° 186. En supposant x 
nul , elle donne 

ÿ — A2 — 6? 
C’est le carré de lordonnée y qui passe par l’origine. 
Mais, dans le cas actuel, où c est nécessairement plus 
grand que À, cette ordonnée est imaginaire, et peut 
être représentée par BW/—1, B étant uné quantité 
réelle. On a donc, par cette substitution, 

c?— A? + BP’; 
et il en résulte l'équation 
A? y — B° x? — — A? B°, 

qui est celle de l'hyperbole rapportée au centre et à ses 
axes. 

262. On pourrait, au moyen de ce qui ; RAA »eten 
plaçant l’origine des x à l’un des foyers, former pour 
l'hyperbole une équation polaire analogue à celle que 


nous avons obtenue précédemment. En elet, si l’on re- 
prend l'équation 


CX 
r A4 ge 


et que l’on transporte l’origine des x au foyer F, d’où les 
rayons 7 émanent, on aura, en substituant x'+c pour æ 


La 4e 88) 


Les nouvelles abscisses x’ sont a à partir du 
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ioyer F, dans le même sens que les précédentes, Cest- 
à-dire qu’elles sont positives dans le sens FXi, en s’éloi- 
gnant du sommét de la courbe, et négatives dans le sens 
opposé. Introduisons, au lieu de labscisse x’ l'angle MFP 
formé par le rayon vecteur FM, et le prolongement du 
grand axe du côté des abscisses positives: en nommant 
cet angle », le triangle MFP rectangle en F, donnera 


.X = Tr cos L. 
Substituons maintenant cette valeur dans Véquation 


RE L0 


‘ « C . 
et faisons comme pour l’ellipse FR —e, ce qui rendra 


ici € plus grand que lunité, puisque c est plus grand 
que À dans lhyperbole; nous aurons alors 


A (1—e) 
1— e COs 


Cette équation est analogue à celle que nous avons trou- 
vée n° 189 pour Pile mais cependant avec cette 
différence remarquable, que l’équation polaire de lel- 
 Jipse donnait tous les points de cette courbe, en substi- 
tuant à Pangle v toutes les valeurs, depuis o jusqu'a 36°, 

au lieu que , dans le cas de l'hyperbole, équation Ne 
que nous venons d'obtenir n’appartient qu à la branche 
MEM que nous avions considérée, et qui est située du 
côté des abscisses positives. 


263. Nous avons vu que lhyperbole équilatère est, 
par rapport aux autres byperboles, ce, qu est le cle 
par rapport aux ellipses. En appliquant ici ce que nous 
avons dit à la fin de Particle 190, on pourra comparer 
Paire d’une portion déterminée d’ hyperbole q uelconque 
à l'aire correspondante d’une hyperbolc équilatère qui 
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aurait le même premier axe; et il.en résulte que ces 
aires, comprises entre les mêmes ordonnées, sontentre 
elles dans le rapport du second axe au premier. Il suit 
de là que, pour toutes les hyperboles qui ont le même 
premier axe; ces aires sont dans le rapport des seconds; 
mais leur mesure absolue ne. peut s’obtenir que par le 
moyen des logarithmes, et la méthode qu’il faut suivre 
pour y arriver ne saurait trouver place ici, 
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264. Nous venons de discuter avec détail les équations 
particulières de lellipse, de la parabole et de lhyper- 
bole. Nous ayons vu comment on peut en déduire la 
forme de ces lignes , la direction de leurs branches, celles 
des droites qui les touchent, en un mot, toutes leurs 
propriétés. Mais les équations des lignes courbes ne se 
présentent pas toujours sous une forme aussi simple; 
elles sont le plus souvent composées d’un grand nombre 
de termes qui masquent les résultats les plus remar- 
quables, ou ceux que l’on aurait le plus d’intérèt de dé- 
couvrir. Il est donc utile de savoir dégager ces résultats 
simples de la complication qui les enveloppe; et lon y 
réussit toujours en suivant la marche générale que nous 
venons d'indiquer dans les chapitres précédens; mais, 
comme lusage de cette méthode deviendra plus facile 
par quelques exemples, nous allons l'appliquer à la dis- 
cussion de l’équation générale du second degré, à deux, 
indéterminées ; ce qui réunira sous un seul point de vue 
tous les cas que nous avons considérés jusqu’à présent. | 

265. Prenons donc l’équation générale 


À y + Bxy + Gi°+ Dy +Er+F —o, 


dans laquelle, pour plus de simplicité, nous supposeron ss 


r 
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que x et y désignent des coordonnées rectangulaires (1), 
et cherchons Îa situation et la forme des courbes qw’elle 
représente , suivant les différentes valeurs des coefliciens 
AB; C;D,E;F. 
Pour cela, nous la résoudrons par rapport à y, ce qui 
donnera 





+ (BAC) BD—2 AE) DAT. 


À cause du double signe du radical, il y a en général 
deux valeurs de y; c’est-à-dire que, généralement par- 
lant, il y a deux ordonnées qui correspondent à la même 
abscisse. On pourra calculer et construire ces ordonnées 
lorsque les valeurs données à x rendront le radical réel : 
si elles le rendent nul, il n’y ‘aura qu'une valeur de y, 
et il n’y aura qu’une ordonnée; enfin, si ellés le rendent 
imaginaire, il n’y en aufra-point du tout, et la courbe: 
ne passera pas au-dessus de labscisse que lon aura 
considérée. R 
Ainsi, pour connaître l'étendue et les limites de la 
courbe parallèlement à l'axe des abscisses, il faut cher- 
cher létendue et les limites des valeurs de x qui ren- 
dent la partie radicale réelle, nulle, ou imaginaire. 
266. Mais comme tout'ce que nous allons dire porte 
sur la résolution de léquation relativement à y, il faut 
d’abord supposer que cette résolution est possible, c’est-à- 
dire, que le terme y” ne manque point dans l'équation, ce 





—— 


(1) La perpendicularité des coordonnées offre toujours de l’avan- 
tage dans les constructions géométriques, par la simplicité qu’elle 
apporte dans les expressions des distances des points, qui se trouvent 
alors données par des triangles rectangles. C’est pourquoi il faut 
adopter de préférence ce système, lorsqu'on peut le faire. Mais, à 
cela près, le mode de discussion que nous employons ici, s’appli= 
querait également, si le système des coordonnées était oblique, sans 
qu'il soit besoin de rien changer aux raisonnemens. ; 
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qui exige que. À ne soit point nul. Si A était nul sans. 
que G fût nul, Péquation contiendrait encore le carré: 
de x”, On. pourrait donc la résoudre relativement à x; 
et l’on appliquerait aux x tout ce que:nous allons dire 
des y dans le premier cas. Mais, si A. et C étaient tous 
deux nuls, il n’y aurait aucune résolution à faire, et 
par conséquent ce cas particulier demande à être traité 
par une méthode différente; or c’est ce qui est très fa- 
cile: en effet, l'équation générale se trouve alors réduite 
à cette forme , 


Bay + Dy + Ex +F=0; 
transportons l’origine des coordonnées, sans changer la 
direction des axes, en faisant 

La Et. NE US 

Ces valeurs de x et de ÿ substituées dans notre équation, 
lui donneront. la forme suivante : | 
Bi'y’ + (Ba+D)y +(Bo+E)x"+Ba bHDb+EAa+EF—0. 
Or, les coordonnées & et b de:la nouvelle origine étant 
indéterminées,, on. peut en disposer de manière à faire 
évanouir les termes: affectés des premières puissances 
de y’ et de x’ ;,ce qui donne 


Ba4D=0o, Bo+E—0o, 
par conséquent &—— 2"; b=—; 


eb d’après cette détermination, l'équation en x'y', se 
réduit à cette forme, 


BF 
py= DE +=, ou sy £, 





On voit alors qu’elle représente une hyperbole dont les 
axes des x’ et des ÿ’ sont les asymptotes, et dont le centre 
est placé à l’origine. nouvelle, Si le système. des. pre- 
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miéres coordonnées æy est rectangulaire , le second sys- 
tème l’est aussi , puisqu'il lui est parallile ; et alors lhy- 
perbole ‘est équilatèress puisque ses asymptotes sont à 
pus droits. 

On aurait pu parvenir directement à ces résultats, 


en rémarquant que l'équation primitive en xy, peut se 
mettre sous cette forme, 


B 2+7) (5+3)- RE +F= 0; 


car alors il est évident qu’elle coïncidera avec celle de 
lhyperbole rapportée aux asymptotes si l’on fait 
PRE ET 
x", Ÿ, étant de nouvelles coordonnées parallèles aux pre- 
mièrés , et ayant leur origine au point dont les coordon- 
E 
Et 
267. Enfin ilse pourrait que les coefficiens À, B,C, 
qui contiennent les produits de seconde dimension des 
variables fussent tous les trois nuls. Alors l'équation se 
trouvant réduite lau premier degré, ne représenterait 
plus qu'une simple ligne droite, et il n’y aurait plus 
lieu à la résoudre par les méthodes du second. Ces cas 
particuliers n’offrant aucune difficulté, doivent être ex- 
clus d’une discussion générale; c’est pourquoi, dans ce 
qui va suivre, nous supposerons toujours que y repré- 
sente la coordonnée dont le carré reste dans l'équation 
que l’on se propose de discuter, ou, en d’autres termes, 
nous supposerons que le coefficient À n’est pas nul. 
268. Alors les diverses circonstances qui déterminent 
la réalité de y, ét la possibilité ou l'impossibilité de la 
courbe, dépendent du signe de la quantité 


(B°— 4 AC) &°+ 2 (BD — 2 AË) x + D°— 4 AF. 


É t D 
nées, rapportées à l’ancien système, sont — =, 
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Or, on démontre en Algèbre que, danisune expression 
de ce genre,-on peut toujours prendre x. assez grand 
pour que le signe de tout le polynome ne dépende plus 
que de celui de son premier terme, qui esbicis. :.k. 
(B:— 4 AC) x’; et comme le,carré x*.est toujours positif 
par: lui-même, ce:signe sera déterminé par celui-de la 
quantité B*—4 AC. il est visible d’ailleurs qu’il ne chan- 
gera plus au-delà de cette limite, lorsque lon prendra 
pour x des valeurs de plus en plusgrandes ;parce que le 
premier terme (B°— 4 AC) x° surpassera toujours de plus 
en plus la somme de tous les SAME pes résultent les 
conséqéences suivantes. | | ET 

Lorsque B—#4 AC sera négatif, il y aura des RES 
de x au-delà desquelles lordonnée y deviendra toujours 
imaginaire, soit que l'on prenne x positif ou négatif. 
La courbe sera donc.limitée dans le sens des x tant po- 
sitifs que penis. 

Lorsque B*—# AC sera nul, le polynome affecté du 
signe radical perdra son premier terme. Alors, ‘si la 
Mate BD—2AE est positive, on, pourra prendre 
x positif. aussi grand que l’on voudra; y sera toujours 
réel : mais, si on le prend négatif, y ph par devenir 
imaginaire. Ce sera Île Pr fe lorsque BD — 2 AE 
sera une quantité négative. Ainsi, dans ces deux.cas,, la 
courbe s’étendra pren par du côté des x positifs, ou 
du côté des x négatifs, et elle sera limitée. dans le sens 
opposé. Cette nn ne s'applique point at Cas par- 
ticulier où BD — 2 AE serait nul en même temps que 
B°— & AC ; mais il est évident qu'alors l'équation pro: 
posée représente deux droites. 

Enfin, lorsque B°— 4 AG sera positif, il y aura des 
valeurs positives et négatives de x; au-delà desquelles 
l’ordonnée y sera es réelle. La courbe s’étendra 
indéfiniment dans le sens des x tant positifs que négatifs. 

En résolvant l'équation générale par rapport à x, au 
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lieu de la résoudre par rapport à y, on trouverait pour 
Paxe des y des indications analogues. Il est même facile 
de s'assurer qu’elles rentreraient dans les précédentes; 
car le coefficient de y”, sous le radical, sera encore. ..…. 
B°— 4 AC; et, selon que ee coeficient sera négatif , nul 
ou positif, la courbe sera limitée dans le sens des y, ou 
elle s’étendra indéfiniment dans un seul sens, parallèle- 
ment à cet axe, ou enfin elle s’étendra indéfiniment dans 
les deux sens, du côté des ÿ positifs et négatifs. 

269. Nous sommes ainsi conduits à partager les courbes 
du second ordre, d’après l’étendue et la direction de 
leurs branches, en trois classes distinctes, savoir : 


ourbes L itées dans tous les sens : 
C imite | BAC <o, 
caractere , 


Courbes indéfinies dans un sens, et 
limitées dans un sens opposé ; 


ÏB— {AC 0, 


Courbes indéfinies dans tous les sens 5 B—4ACS 0. 


L’ellipse , telle que nous l'avons discutée, est comprise 
dans la premiere classe; la parabole, dans la seconde; 
Phyperbole, dans la troisième. Mais nous ne savons pas 
encore si elles sont les seules qui s’y trouvent renfer- 
mées : c’est une question que nous examinerons par la 
suite. 

Nous allons maintenant discuter en particulier les 
trois classes de courbes dont nous venons de reconnaître 
existence, afin de déterminer précisément leur forme 
et leur situation. 


PREMIÈRE CLASSE. Courbes limitées dans tous 
les sens. 


Caractère, B— 4AC < 0. 


270. Pour discuter cette classe de courbes, reprenons 
Ta 
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la valeur générale de y, qui est 


> 
Y=— Tee =  VCB'—4AC AC) UE FDA 
Cette expression nous a pprend que, pour trouver les 
points de la courbe, il faut construire pour chaque ab- 
. É Bx+D 
scisse AP (fig. 98) une ordennée égale à — {2 SE re — À, 
ce qui déterminera un certain point tel que N ; au-dessus 
et au-dessous duquel on devra ensuite porter x quan- 
tité que le radical représente; d'où il suit que chacun 
de ces points N, divise en deux parties égales la Groite 
correspondante MM’ qui se termine à la courbe. 
Bx+D! 
FAANEM 
valeur de x, est l’ordonnée d’une ligne droite qui aurait 
pour ete 


Cette quantité w qui varie avec chaque 


Par conséquent, cette droite est le lieu de tous les points 
N que nous venons de considérer ; ainsi elle divise en deux 
parties égales toutes les droites menées parallèlement à. 
Paxe des y, ct términées à la courbe. On peut done, à 
cause de cette propriété, lui donner le nom de Lan 
Ce résultat s étend à toutes les courbes du second ordre. 
the Cherchons maintenant la limite de la courbe 
dans le sens des x. Pour cela, il est très utile de décom= * 
poser en facteurs le polynome qui est sous le signe ra- 
dical. Or, on peut écrire ainsi la valeur de y 


(BED) D / s Ce Ge DA)  D°—4AP 
DAT AA Si —{AC) #43 7 B'—4AC Dhs AC 





et si l’on représente par a” et x" les deux racines de 
Péquation 


DES ÉQUATIONS. 339 


«5 —9AË) RRAË 

Pb ZAC LL BA-AAC 

on pourra ensuite lui donner cette forme 
DB D} ann een 


Alors on voit que la réalité ou l'impossibilité de y 
dépendra uniquement des signes que prendront les fac- 
teurs x—x", x—x"; et par conséquent les limites de la 
courbe dépendront des valeurs de x’ et de x”. 

Or, ces racines peuvent être réelles et inégales, ou 
réelles et égales , ou enfin toutes deux imaginaires. Nef 
allons Mt successivement ces trois cas. 

272. Si elles sont réelles et inégales, lorsque les va- 
1curs de x tomberont entre x’ et x”, les facteurs x — x", 
x—x", seront de signe contraire, el leur produit. ... 
(x —x À (r— x") sera négatif; et comme B*—4AC est 
aussi négatif, la quantité (BAC ) (x— 2x") (x — 2") 
sera positive; par conséquent, l’ordonnée y aura deux 

valeurs réelles. ; 

Lorsqu'on fera xx ou xx", lé radical séva- 
nouiræ, et les deux valeurs de y se confondront en une 

Bx+4D 

DE 
il n’y aura rien à porter au-dessus du diamètre pour 
avoir les ordonnées de la courbe; et, par conséquent, 
es abscisses x’ et x” appartiennent aux points où la 
courbe rencontre son diamètre. 

Enfin , lorsque l’on prendra x positif ou négatif, mais 
plus grand que x’ et que x”, les deux facteurs 2 — x", 
æ— x", seront positifs auest bien que leur produit. . 

{tx — x") (x— x"); ét, à cause de B'— 4AC négatif, ü 
quantité (B°—4AC) Ge }(x— x") sera négative : ce 
qui rend les deux valeurs de y imaginaires. 


seule , qui sera réelle et égale à — . Dans ce cas, 


22. 
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On voit donc, par cette discussion , que la courbe est 
continue entre les abscisses x et x”, et qw’ellene s’étend 
pas au-delà. Si, aux extrémités de cés abscisses, on élève 
des lui indéfinies sur Paxe des x, ces droites 
comprendront la courbe, et même elles lui seront tan- 
gentes, puisque l’on peut les considérer comme des sé- 
cantes dont les deux points d’intérsection se confondent 
en un seul. 

En résolvant l’équation proposée, par rapport à L, 
au lieu de la résoudre par rapport à y, on arriverait à 
des conclusions semblables, pourvu toutefois que le carré 
de x° y entre; on trouverait la courbe limitée entre 
deux valeurs de y, aux extrémités desquelles on pour- 
rait mener deux droites parallèles à l’axe des abscisses, 
et qui renfermeraient la courbe en la touchant. 

On aura donc ainsi quatre points de la courbe; et, si 
lon veut, on en pourra trouver un plus grand Een 
entre eu limites où elle s'étend. Par exemple, si lon 
veut connaître les points où elle coupe laxe des x, on 
fera.y nul dans l'équation proposée ; ce qui dounera 


Cx?+ Ex + F—o. 


Les racines de cette équation seront les abscisses’ des 
points d’intersection ; et, suivant qu elles seront. réelles: 
et inégales,ou réelles et A ou imaginaires, la courbe 
coupera l'axe des x en deux points, ou le touchera en 
un seul, ou ne-le rencontrera pas: 

De même, en faisant x —=0, on aura: 


AÿFDy+F—=0o, 
et les racines de cette équation donneront les points où 
la courbe rencontre lPaxe des y. R 
Cette courbe sera donc toujours fermée, comme l’el- 
lipse ; mais sa position par rapport aux axes des coor- 
données dépendra des valeurs particulières des coefficiens, 
AB....; et, d’après ce qui précède, on pourra aisément 
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« la découvrir dans chaque cas particulier. Pour ne laisser 
aucune incertitude à cet égard , nous avons formé ici le 
tableau de ces diverses conditions. 


(1) 


(5) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 


IONS GÉOMÉTRIQUES. Scnb ENTRE LES COEFFICIENS. 
e AE du AA k 
de l'ellipse. A 07 
| cines x” et | 
(es us mes Ce HORS = HAC)>o, (2) 
points | mm) : ke pe 
hs e ira Vo 
int de contact Eh Bacr Lo; 
|: Vaxe des x. 
point d’intersection | ) 
rec l'axe des x. F RS 
soints d’intersection| ETRe 
wec l’axe desy.  $ + Ga Mur 2 
ss de contact œ: Apres 

l'axe des y. CAT 
point d’'intersection | 

D°—4AF< o. 

rec l'axe des y: } NS 


Lorsque lon dodo ter une équation particulière, 
dans laquelle les coefficiens AB.... seront des nombres, 
il ne faudra-pas chercher. à rappeler dans sa mémoire 
les conditions précédentes, pour chercher ensuite nu- 
mériquement celles auxquelles satisfait l'exemple pro- 
posé, car on ne tarderait pas à les oublier; mais il fau- 
dra reprendre le raisonnement général et la marche 
directe de la discussion. On sera ainsi coxduit à ces ré- 
sultats immédiatement, et sans aucun ef brt. 

Voici quelques exemples qui suffiron {pour éclaircir 
ce qui précède, et sur lesquels les élève :feront bien de 
s’exercer-: 
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ÿ— 2xy + 2x°— 2y + 22 = 6 
satisfait aux conditions (1) (2) (3) (6) (fig: 99); 
Y°— 22 + 22*— 27 = 0 
satisfait aux conditions (1) (2) (3) (7) (fig. 100); 
ÿ°— 2xy + 2x + 2y HT H+I3—0o 
satisfait aux conditions (1} (2) (5) (8) (fig. io). 
273. Il existe un cas particulier compris dans les con- 
ditions précédentes, mais sur lequel il est cependant 
bon d’être prévenu, parce qu’il conduit à un résultat 
fort simple ; c’est celui où l’on a AC, et B=—0: Alors 
l'équation générale devient 
Ay°+ Ax°+ Dy HErx+F=o, 


ou, en divisant par À, 
2 2 D E Le 
ee RTE 


Si l’on ajoute dans les deux membres la quantité 
D°+ E° 
CUT à , l'équation pourra être mise sous la forme 
D )° Er D'+E—4AF 
(+4) + PEACE HART ee 
alors, si les coordonnées x, y sont rectangulaires, sa 
forme sera la même que celle du n° 112; elle exprimera 
donc que la distance de tous les points dela courbe au 
& est | 0 
24? 9A art 
stante;ainsiellereprésenteraun cerclequiaura pourcoor- 


point dont les coordonnées sont — — 


données de son centre — =", — -—, et our rayon 
2A ? ASP y 


V'DHLEZZAF 
2A 





. Pour que ce cercle soit réel, 1l faut 


£ 
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que la quantité DH E?—4AF soit positive; ce qui 
dans le cas actuel, revient à dire que la condition (2) 
est satisfaite. Si cette quantité était nulle, le cercle se 
réduirait à un point. Au reste, la forme précédente ne 
donne le cercle que dans le cas où les coordonnées x, y 
sont rectangulaires, parce que c’est le seul où la somme 
des deux carrés qui composent le DRER membre 
exprime le carré de la distance de Geux points. Si le 
système des coordonnées était oblique, cette même 
forme représenterait une eilipse. 

174. Venons maintenant à la seconde supposition que 
les valeurs de x’ et de x” soient égales entre elles : alors 
le produit (x—x") (x—x") sera un carré (x—x"}", et 
Von aura pour la valeur £ Fu de y 


Quelque valeur que lon donne à x, tant, que x—x" 
ne sera pas nul, la valeur de y séra imaginaire , à Cause 
de B°—4AC< 0; mais, si Von fait x +", elle se 


réduit à une PAS 1 valeur, qui est réelle et égale à 


(Bx’ —- D] 


En L Ainsi, dans ce cas, la courbese réduit à 


un point unique, situé sur le diamètre, et dont les 


coordonnées sont 
Es . D 





Pour que ce résultat puisse avoir licu ; et que les valeurs 
de x’ et de x”soientégales entre elles, il faut que la partie 
radicale de leur expression, tirée de P ‘équation qui les 
donne , s’'évanouisse d’elle-mème, ce qui exige qu'on ait 


(BD— AE) —(P*—4AC) (D'— 4AF) —0 (9). 
Cette condition , jointe à la première B— F4AG< 0, 


détermine les cas où la courbe se réduit à un point. 
Ïl ést facile de voir à posteriori À quoi tient ce résultat, 
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car, en faisant disparaître le radical de la valeur résolue 
de y, on obtient, dans le cas actuel , l'équation 


(2 Ay + Bx + D) —(B°— 4AC) (x — x} —=o, 


qui est équivalente à la proposée. Or, B? — 4AC étant 
négatif, le premier membre est la somme de deux quan- 
tités positives , et ne peut jamais devenir nul, à moins 
que chacune de ces quantités ne soit nulle séparément, 
ce qui ramène aux valeurs que nous venons d’obtenir. 

Voici HAN exemples de ce cas, sur lesquels les 
élèves pourront s'exercer : 


ÉD pu ne mo 0, M on Ha —2x+tiZ=o. 
275. Considérons enfin le cas où les deux racines’ et x” 
sont imaginaires ; alors le polynome (xx) (x — x") 
ne pourra jamais Changer de signe, quelque valeur que 
l’on donne à x. Cette proposition est démontrée dans les 
élémens d’Algèbre. Or, on peut toujours prendre x assez 
grand pour que ce polynome devienne positif, puisque 
son premier terme est + x?. Ainsi, il restera toujours 
positif, et, comme le facteur B°— AC, qui le multiplie 
sous le PRE est négatif dans la Su PDMGOR présente, 
il s'ensuit que ss valeur de y sera toujours imaginaire, 
quel que soit x : de sorte qu’il n’y aura pas de courbe. 
Cela arrivera lorsque la quantité qui-entre sous le signe 
radical, dans les valeurs de x" et de x", sera négative; 
c’est-à-dire qu’il faudra qu’on ait 


B°—4AC<o,(BD—2AE)—(B?—4AC) (D:— 4AF) €o. 
En introduisant ces conditions dans l’équation géné- 

rale, on voit facilement pourquoi elle n’admet pas de 
Pition réelle. En effet, la seconde inégalité peut être 
remplacée par Régéatigs 

D:—4AF  (BD— aAE} L 

B°—/4AC  (B:—4AC} HS, | 
K° désignant une quantité essentiellement positive. En 
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D°— 4AF 
B° — 4AC 
générale de y, celle-ci devient 


jai DAË) (BD— Ab 


substituant cette valeur de dans Pexpression 





Elle peut se mettre sous la forme 


AE 
y=— END a / ee (B—4A0) (x (C4 Je Henne È )-+x} 





et, en faisant évanouir le radical , on en tire 


| 
1 x BD— 2AE)° 4 ; 
GAÿ-HBz+D)—(B — AC) at _—(B:—4AC)K°—0, 


équation équivalente à la proposée : mais. B? — 4AC 
étant négatif , elle est composée de trois quantités posi- 
tives dont la somme ne peut être nulle, à moins que 
chacune delles ne soit nulle séparément. On peut bien 
remplir cette condition pour les deux premières, en 
posant les équations 

BD —92AE,. 

2Ay + Bx+D—o, LISTE EE UTC ER 


qui détermineront x et y. Mais la troisième quantité K°, 
qui ne contient que les coefficiens ABC, ne pe être 
nulle d'elle-même , du moins en général , et c’est ce qui 
_rend l'équation FN ES 

Si cependant la quantité K était nulle, on aurait 
alors deux équations du premier degré pour déterminer 
æet y, et l'équation représenterait un point; mais cette 
supposition exige qu’on ait entre les coefficiens ABC. . 
la relation 


(BD — 2AE)° — (B2 — 4AC) (D? — 4AF) — 0; 


ce qui nous ramène au cas que nous venons de discuter 
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précédemment, et dans lequel les valeurs de:x'et de x” 
étaient égales entr eelles. 

Voici quelques exemples dans lesquels Péquation 
proposée est impossible : 


Dry + ir Ey 0, jar ao. 


On voit en effet que ces équations peuvent être mises 
sous la forme 


(27+x+1) +32 4320,  yH(xhi Ho. 

Jusqu'ici nous n'avons résolu l'équation proposée que 
par rapport à ÿ; mais on trouverait des résultats abso- 
lument analogues en la résolvant par rapport à x, et 
Von arriverait aux mêmes conditions. C’est ce que l’on 
pourrait aisément vérifier à posteriori, mais on peut le 
voir immédiatement, d’après la forme même de la 
quantité 


(BD — 2AE) — (B° — 4AC) (D — 4AF), 


à laquelle se rapportenttoutesles conditions précédentes; 
car cette quantité étant développée, réduite et divisée 
par 4AÀ , devient 


AE? + CD? + FD° — BDE — 4AFC. 


Et, sous cette forme, on voit qu’elle reste la même, 
quand on y change A en C , et D en E; ce qui revient à 
changer y en x dans l'équation générale. 

276. I1 résulte de la discussion précédente que les 
courbes du second ordre, comprises dans la prémière 
classe, pour laquelle B? — 4AC est négatif, sont en 
général des courbes fermées comme l'ellipse. Mais les 
conditions secondaires donnent lieu à trois variétés, 
qui sont le point isolé, la courbe imaginaire, et Île 
cercle. (el 
En admettant que ces courbes soient réellement des 
ellipses, ce qui en effet sera démontré plus bas, on peut 


e 
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facilement tirer de l’équation proposée toutes les don- 


nées nécessaires pour les construire géométriquement. 


Le moyen le plus simple d'y parvenir consiste à dé- 
terminer le centre de la courbe, ainsi que la direction et 
la grandeur de deux diamètres conjugués. On a vu dans 
Particle 172 que ces données suffisent pour construire 
géométriquement une ellipse ; or, on peut aisément les 
obtenir en résolvant l'équation proposée ; comme nous 
Vavons fait dans les articles 270 et 271. 

D'abord, rien de plus facile que de trouver le centre; 
il est placé au milieu de tous les diamètres : or , d’après 
Varticle 270, nous connaissons déjà un diamètre situé 
sur la &oite indéfinie, dont l’équation est 

__ (Br+D). 
NS ve 
les extrémités de ce diamètre ont pour abscisse xx", 
n° 271 : ce sont les limites de la courbe dans le sens des x; 
les ordonnées correspondantes y'ÿ" ont donc pour valeurs 


la longueur de ce diamètre est la distance des deux 
points dont les coordonnées sont x’, y"; x", y"; elle est 


donc exprimée par VG'- x) + Ep — y — y)", du moins 


en supposant les coordonnées rectangulaires. Si l’on met 


dans cette expression, au lieu de y’ et y” leurs valeurs 


en x’ et x”, elle se réduit à 
SARA EVE Dur CS 
5e ly/B: + 4A?: 


le centre est au milieu de ce diamètre. En désignant ses 
coordonnées par X et Ÿ, on aura 





on connailra donc ces coordonnées. Nous avons vu, 
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article 272, qu'aux extrémités de cediamètre la tangente 
de la courbe est parallèle à Paxe des y. Par conséquent, 

si nous menons par le centre un diamètre parallèle à 
cet axe, il se trouvera conjugué au précédent. Les or- 
données de la courbe aux extrémités de ce nouveau dia- 
mètre seront les valeurs de +; correspondantes : à l’ab- 
scisse du centre , c’est-à-dire à X , et par conséquent on 


! on - 


— , dans 





2" 
les chtiendra en mettant pour Xsa AE 


l'expression générale de y de l’article 271: on aura ainsi 


__." B(C'+2)+2D , (2% — x) FACE: 
= EEE LEO ro 


la différence de ces coordonnées sera 


(x — x") 1, 
VAT — ag: 


c’est la longueur du second diamètre parallèle aux yet 
conjugué au précédent, Avec ces données on construira 
l'ellipse ; si x” et x’ sont imaginaires , les deux diamètres 
seront IMAgINAÎrES aussi, et il n’y aura pas de courbe; 
si æ'—x", les longueurs des deux diamètres seront 
nulles , et la courbe se réduira à un point; enfin, Si 
ÆAC—B?—B? +4A?, les deux diamètres conjugués 
seront égaux entre eux. Ces diverses modifications ré- 
pondent ainsi aux mêmes conditions analytiques que 
nous avons déjà remarquées. | 

Si lon désigne par « l’angle que le premier diamètre 
conjugué forme avec l'axe des x, on aura, d’après son 
équation, 


. 


tang p cos he 
ANSE — — Ce PT ermns menr 0 mme À | 
5 D g V'aA +R 


Puisque le second diamètre est perpendiculaire à l'axe 
des æ, si Jon désigne par © LANGE qu'il fait avec le 


premier , Où aura 
QT O0 — &, 





par conséquent 
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Pat 2A es 
sin @ = COS «4 —= V'AA TER 


. Or,on a vu dans l’article 165 que le rectangle des deux 


axes est égal à celui de deux diamètres conjugués mul- 
tiplié par le sinus de angle ». Ici le rectangle des deux 
diamètres est 

(x — x") 


Sr .V4AC—E . VIA EP: 


| ainsi en nommant 24 , 2, les deux axes de Pellipse , et 


mettant pour sinw sa valeur , on aura 
y 
8A 


On a vu, de plus, dans le même article , que la somme 


ab = 


V/4AC—B>. 


. «les carrés des axes est égale à celle des carrés des dia= 


mètres conjugués; ici cette dernière somme se trouve 
égale à 


| (x"— x! 2 x’ 2 


) K NAT x Ne ra 
LATE (4A +) + PARA CAA RER ); 


on aura donc 
(x"— x} 


a? + pb? — 7 (A+C); 





ces deux équations suflisent pour qu’on puisse calculer 
les longueurs des deux axes, et l’on en tire 


Goma) BEA —CY 
sa LAHCHVE+(A— CF), 


D Tg? —= 


er) BLAEG 
= (A+ C— VB + AC; 3, 


si lon a B—0o et A—C, les deux axes de Pellipse sont 
égaux, et par conséquent elle se réduit à un cercle. 
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SecoxDE crasse. Courbes limitées dans un sens, 
et indéfinies däns Pautre. 


Caractère, B? — 4AC = 0! 


277. Considérons maintenant la seconde classe de 
courbes du second ordre, pour lesquelles B°— 4AC est 
nul. Dans ce cas, la valeur générale de y devient 


VUTCR +). 
2ÂÀ 





V2 (BD—2 AE) ED HAT; 


et, en faisant, pour plus-de simplicité, 
D? — 4AF t 


2ÉODESLAERS = 
elle peut se mettre sous la fourhe 
me (Bx sa Ep © —© ——— 


Si BD—2AE est positif, tant que l’on.fera x plus 
grand que +’, le facteur x—+" sera positif, et le pie 
sera réel; il deiendes nul, quid, x sera égal ? à 21 
enfin, quand x sera Mae que x”, le er LT —%# 
deviendra négatif, et le radical sera imaginaire. La 
courbe s'étend donc à Pinfini dans le sens des x posi- 
tits, depuis l'abscisse xx". L’ordonnée, correspon- 
dante à cette abscisse servira de limite, .et touchera 
la courbe. 

Les résultats seront contraires, lorsque BD — 2AE 
sera une quantité négative. La courbe s'étendra indé- 
finiment dans le sens A x négatifs, et sera limitée dans 
ie sens opposé. 

Dans ces deux cas, la liège droite qui a pour équation 


_(B#+D) 


PE 


y ga 2m 
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sera un diamètre de la courbe , en donnant à cette ex- 
pression le sens que nous lui avons attribué dans Par- 
ticle 270. 

278. On arriverait à des résultats semblables , en 
résolvant Péquation par rapport à x; l'équation du 
diamètre serait alors 

(By+E) 

20 2 


ou, en tirant la valeur de y, 


Or, B°— 4AC étant nul, on a 


FC ul 
B = ai 


Ainsi Péquation de ce diamètre devient 


ÉuasBx E 
FRERE B? 
c #8 D im qu’il est parallèle à l’autre diamètre 
cd Bx D 
DFI PO TEAT 


que l’on avait trouvé en résolvant l'équation proposée 
_par rapport à y : nouvelle analogie de la courbe que 
nous examinonsavec la parabole dont tous les diamètres 
sont parallèles entre eux. 

279. Quant à la position particulière de cette courbe, 
et à sa situation par rapport aux axes, elle dépendra 
des valeurs des coefficiens AB.... On la découvrira 
en suivant la marche que nous avons appliquée dans le 
n° 272; aux courbes du genre de Pellipse, et on arri- 
vera à des conséquences FRANS 

280. Au reste, la condition caractéristique du genre 
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de courbe que nous considérons ici est très facile à re- 
connaitre ; car , lorsque B?—4ACG.est nul; les trois pre- 
miers termes Ay”+ Bxy +Czx° de équation générale 
forment un carré parfait, qui est celui de la quantité 


JUNE x VC 

. Voici quelques exemples sur 1ésquele on pourra 
s'exercer : 
k nes "5 de me ie mL ( fig. 102) 
f— 22y +ax* #2y—=o, : ( fig. 103) 
ÿ—oûyha ay ti —o, (fig) 
Y—22y + XL —2y— 1 —=0; ( fig. 105 ) 
Y° — 2xy KL — 2y — 2x = 0, ( fig. 106 }. 


282. Si lä qüantité BD—2AE, qui multiplie x sous 
le radical’, ét#it nulle, la valeur d. ÿ deviendrait 


peshe D) à: + © r VD —4Ar. 


Alors la courbetdégénère en . lignes droites paral- 
lèles entres elles ; et , Selon que la tuant D°— 4AF 
est RAS TA ou négative , ces droites sont toutes 
deux réelles’, ou se confondent et se réduisent à une 
seule, 6u enfin dévieñnent toutes deux imaginaires. 

dre ce cas, l'équation générale est décomposable en 
facteurs du premiertdegré , et PA se mettre sous la 
forme CHERE à 


(2Ay+Ba+D+VDEYAFT {24y-+Br+D—y/D—4AF}: 
En voici quelques exemples : | 
Y°—22ÿ EL —1—=0...... fol Deux lignes fs 107), 
Y+4xy+4x— 40. droites.  U(Fig. 108). 
3 DE pay at ay oi He Une seule ((Fig.109), 
Léon 5 TUNER ligne droite. {c (Fig.110). 
V'H2xy + Lio... “Deux droites jee 111), 


Y'+Y+1Z=0.......,...)imaginaires. (Fig. 12). 
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283.11 résulte de cette discussion, que les courbes 
du second ordre, comprises dans la seconde classe, pour 
laquelle B°— 4AC est nul, sont en général indéfinies 
dans un seul sens, comme la parabole, mais peuvent 
cependant donner comme variétés deux lignes droites 
parallèles, ou une seule droite, ou deux droites ima- 
ginaires. | 
» En admettant que ces courbes soient réellement des 
paraboles, ce qui en effet sera démontré plus bas, on 
peut se proposer, comme nous l'avons fait pour l’el- 
lipse , de tirer de l’équation générale toutes les données 
nécessaires à la construction géométrique. Mais ici nous 
ne pouvons plus employer la considération du centre , 
puisque celui de la parabole est infiniment éloigné de 
tous les points de son périmètre; et par conséquentil 
faut y suppléer par quelque autre propriété tirée de la 
_ nature de cette courbe, qui permette d’arriver facile- 
ment et promptement à sa description. Or, il en est une 
qui remplit parfaitement ces conditions, c’est que, dans 
la parabole, lorsque deux tangentes sont perpendicu- 
laires l’une à l'autre; la ligné droite menée par les deux 
points de tangence passe par le foyer, et le point d'inter- 
section des deux tangentes est sur la directrice. Cette 
propriété n'ayant pas encore été remarquée, du moins 
à ma connaissance , je vais la démontrer d’abord. 
… Soit M'AM” (fig. 113), une parabole dont À est le som- 
met, AX l’axe, F le foÿer. En appelant 2p son para- 
inètre, et la supposant rapportée à des coordonnées 
rectangulaires x et y, dont la première soit prise sur 
laxe à partir du sommet À, son équation sera 


| 
| 
| Ÿ — 2px, 


égale à L ou au quart du paramètre. Cela posé, si par 
2 


—— 


eb la distance du foyer F au sommet de la courbe sera 
25 


a —————— 
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le foyer F nous menons une ligne droite fuélcohques 
l'équation de cette droite sera de la forme 


{LA 1 ee «a (= —— 2). 
60 222817 5 y sl taiQ 


a étantila tangente:trigünométrique dé Vangle qu’elle 
forme avec Paxe-de laYparabole. Pour ‘dfôir les points 
d’intersection decette dvoité’et de la’ <ôurbe, il faut 
combiner leurs équation; etd abord , en sat F3 
ôn aura, pois les y communs * 

Ÿcx 
oœ dal ourÿ?rr La iéeptes of 
st 5 9b ein .slodersc af eseb; 89 : ir 
les deux racines dercetter quationsont.les deux ordon- 
nées des deux points d’intersection; en les désignant 
par y’, y”, leur produit sera égal au terme indépendant 
de y; on aura donc ,, È ste 


Ja YY'=—p 4 25716 SN 
Or, si par chacun de ces points, marqués M'et M" dans 
la figure , on conçoit une tangente à la parabole, et que 
lon désigne par a’ et a” les tangentes trigonométriques 
des angles que ces droites forment avec l'axe AX, on 


{ 


aura par l'article 202". té | D 
CORRE P à fm ER P : s 
a SERRES &, 7 DL dodé s b 
1 ere L AE : LA DE 18 É 59 
Par conséquent, v'#n 12» | né 
4 aa" — P 7 Fe ss 


Fr. re 


Si, dans ce résultat , on met pour y'y" sa valeur —p?, il 
vient : 
pren 
a a TT 1; 


ce qui signifie que les dèux tangentes ainsi menées aux 


deux points d’intersection sont perpendiculaires l'une 
à l'autre. - 


| 


| 
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La réciproque de cette proposition est également 
vraie; c’est-à-dire que toutes les fois que deu xtangentes 
à la parabole sont perpendiculaires l’une à l’autre, la 
corde qui joint les points de tangence passe par le foyer. 
En effet, sil eñ était autrement ; par un quelconque de 
ces deux points, tel que M'où M", menez une éorde qui 
passe par Le foyer + elle ira couper la courbe en un autre 
point M", dont la tangente sera perpendiculaire à la 
tangente menée par M, si Cest M’ que l’on à choisi, 
Donc, puisque la tangente menée par M' est supposée 
jouir aussi de cette propriété , il faut que les points M" 
et M” coincident; car , dans la parabole, jamais deux tan 
gentes ne peuvent être parallèles une 4 Vautre sans 

coincider. | Se | 
Maintenant il reste à démontrer la £econde partie dé 
la proposition, c’est-à-dire que , lorsque déux ‘tangentes 


_ de la parabole sont perpendiculaires Puneà l'autre, leur 


point d’intersection est situé sur, la directrice. Pour 
cela, désignons par x, y, 2", y’, les coordonnées des 
deux points de tangence; les équations des deux tan- 
gentes seront | £) da à er 
SY=pPE + x), y} —=p(rt x"). » 

Dans le point où ces lignes se coupent, les yet les x 
leur sont communs; ainsi on aura les coordonnées de ce 
point en combinant. les équations précédentes. Or si on. 
les divise membre à membre, 3 disparaît, et il vient 





Lo _ La x + x” 


d'où lon tire 


c'est Pabscisse du point d'intersection des deux tan- 
sentés. Mais elle peut être simplifiée en considérant que 
les deux points de tangence sont sur la parabole; car 


D à 
Ds 
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PFARSER de cette courbe leur étant appliquée, donne 

SAS FSU y" 2pà” hs sfr 2px"; "ee 

(AerTEL {<ÿ 2 } 
tirant he Jà x’ et.x” en FH de Y: ety' puis, les sub- 
stifuant dans l'expression de x,.le facteur, #"— y' devient 
commun aux deux termes du second:membre. On peut 
donc le faire disparaître, après quoiil,reste 
si Shatonc, niet à 
2p AT 
Cette expression est générale pour tous, les couples de 
tangentes quels qu’ils puissent être; mais, ici les deux 
tangentes que nous considérons, sont perpendiculaires 
lune à Pautre ; ce i we comme on la vu tout à heure, 
donne. | 
(| fees 
MY 

Faisant donc usage de cette état pour particulariser 
P TU pnébédEnte , élle se réduit à 


X—=—— | 

2 ? 
c’est-à-dire qu’alors l’abscisse du point d’intersection est 
située hors de la parabole, à une distance du sommet de 


cettecourbe égale à —À ,ce qui est précisément la distance 


de la directrice à ce même sommet. Ainsi l’intersec- 
tion des deux tangentes perpendiculaires s’opère sur la 
directrice comme nous l’avions annoncé. 

284. Pour appliquer ces propriétés à la construction 
de l'équation générale, dans le cas où elle exprime uné 
parabole, fig. 114, 1l faut considérer que, lorsqu'on ré- 
sout cette équation par rapport à y, on obtient un dia- 
mètre dontles ordonnées sont parallèlesaux y; et,qu'en 
la résolvant par rapportà æ, on obtient un autre dia- 
mètre dont les ordonnées sont parallèles aux x, c’est-à- 
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. dire perpendiculaires aux précédentes, du moins lorsque 
- le système des coordonnées x et yest rectangulaire, ainsi 
. que nous le supposons en général dans cette discussion ; 
or les tangentes à l’origine dés'diametres sont paral-. 
- lèles à ces ordonnées; pa cofsequene bles! sont ‘aussi 
. perpendiculäires entréellés#ét'ainsidh Hénerqui joint 
. les points dé tangence ébitietilé foÿer! de Ja parabole. 
. Les coordonnées de ces deux points de tangence sont 
. faciles à calculer, car ce-sont les limites de la courbe 

dans ces différens sens; d’abord pour celui dont la tan- 
. gente est parallèle ex Ps éme er a pa Par - 

ticle 277. AMOR EE : seeruq leli'up eloupestaszr 
lg digé 2e LS (RBheo4 AE): up 29)nav: 

UT 2(BD —2AE) duel 


pa > -_ (Br (a+ D) 
dar gerer VS 


. ce qui donne 


Mass 


En résolvant l'équation relatant: à x, on trouvera 

. de même les coordonnées de l’extrémité Fr l’autre dia- 
« A) fi , 

mètre où la tangente est parallèle aux x, et l’on aura 


gear ee Al (E2=- CF) 
0 TT BÉLECD)? 
* ce qui donne in, R 
iaee ©, UE E) 
ee 
cf Tue © “hab 11h) 


 Quand'ôn aura ainsi déterminé'tes deux points, on les 
joindra par une ligne droite, et DES devra contenir le 
foyer. j 29 

On mènera ensuite par le premier d’entre eux une 
ligne droite parallèle aüx ÿ, par le second une ligne 
droite parallèle aux y.‘Cés droites rectangulaires se- 
ront tangentes à la parabole cherchée. Cobtiné elles sont 
| CPR parallèles aux axes des y et des x, leur 
point d’intersection N aura pour. coordonnées x’ et y. 


Ÿ 


Îl sera donc connu , ot de plus ce seia un point de la 
directrice. En menant de.ce point une droite perpendi- 
culaire à la. direction commune des diamètres que la 
résolution de Péquation de la eourbe fait immédiate- 
ment connaitre, on aura la directrice elle-même. Et 
enfin prenant la distance perpendiculaire d’un des points 
de tangence à la directrice, ce sera la distance de ce 
même point de tangence au foyer, Ainsi Pon connaîtra 
le foyer en, portant cette distance sur la corde qui joint 
les deux points de tangence, Alors du foyer menant une 
perpendiculaire à la directrice, ce sera l'axe de la para- 
bole. Connaissant ainsi le foyer, la directrice et Vaxe, 
on construira aisément la courbe entière, 
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| 


Troisième crasse, Courbes indéfinies dans tous 
les sens. 


Caractère , B? — 4AC > a, 


285, La discussion de cette classe de courbes est ex- 
trèmement facile , après ce qui précède; car elle se fait 
précisément par la même marche et par les mêmes pro- 
cédés dont nous ayons fait usage pour les courbes de la 
première division, Si lon reprend la valeur générale 
de y, qui est 


#fBo+D Ve: V EAS L ,, ED=DAË)  D—AAR 
a RAM T RMES (BAC) Ÿ TBE AG 
et que l’on représente par x’ et x" les deux racines de 

l'équation 
à (BD—2AE) D'—4AF 
Dan à mm To É en 9  à 27 
.on pourra lui donner cette forme 


= ED LUTTE (x — x) (x — 2"); 
24 2: 
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et, si lon suppose que x’ et x" soient des quantités réelles ; 
comme B°— 4AC est une quantité positive , on verra 
facilement que la Courbe est toujours imaginaire entre 
les abscisses x’ et x”, mais qu'elle est: toujours “réelle hors 
de ces limites, où elle se trouve touchée par ses or- 
données : faté tout-à-fait Teste celle ne Phyper- 

bole (fig. 1215). 


La condition dé a réalité cé Yaeine a et x" est 
& RS 3D > «DÉS 


(6D — 2ÂE) — (B° — 4AC) (D'-#4AF) > 0: 


Nous Pavions déjà obtenue page 341, pour la réalité 
des courbes du genre de l’ellipse. On voit donc que 
le signe seul de la quantité B*—4AC détermine la 
courbe x être fermée et limitée, ou composée de deux 
branches séparées et indéfinies. 

On voit d’ailleuis que les abscisses x’ etx”, entre les- 
quelles la courbe devient imaginaire ; répondent à son 
intersection ayec le diamètre qui a pour équation 


Voici quelques exemples sur lesquels on pourra 
s'exercer : 


ÿ—2xy—2 +20, ( Fig. 116). 
ÿ—2x +22 —2y+H#1—0, (Fig. 117). 
ÿ—2xy— a —2y+2x +3—o, (Fig.118), 
ÿ—22 —2y+6x—3—0. (Fig. 119 ). 


: On trouverait, comme dans la page 341, les condi- 
tions nécessaires pour que la courbe coupe les axes dés + 
et des y, ou les touche en un seul point, ou enfin ne les 
rencontre pas. 

286. Dans tous ces exemples léquation contient les 
carrés y? , x?, des deux variables. Si Pun des deux man- 
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quait, il faudrait résoudre l'équation par rapport à celui 
qui reste comme nous l’avons dit plus haut ; enfin, si 
les deux carrés manquaient, on ramènerait immédiate- 
ment la courbe à ses asymptotes, comme nous l'avons 
montré n° 266. Cette réduction est également prati- 
cable lorsque les deux carrés x°, >° se trouvent tous deux 
dans équation , ainsi que nous le verrons: à la fin de 
ce chapitre; mais alors elle exige une analyse particu- 
lière; et c’est pourquoi, avant de nous en occuper , nous 
achèverons de développer les résultats que l’on peut ré- 
duire par la résolution immédiate. à | 
287. Un des cas qu'il nous faut aussi considérer, est 
celui où x' et x" sont égales entr’elles ; alors le produit 
(x — x") (x— x") devient un carré égal à (x — x 
et l’on a | | 


L’équation représente alors deux lignes droites qui sont 
toujours réelles, puisque.B? — 4AC est une quantité 


positive. La condition de cette égalité des racines exige 
qu'on ait: 


(BD — 2AE)° — (B— 4AC) (D°—4AF)= 0. 


Comme le coefficient de x n’est pas le même dans les 


équations des deux droites, il s'ensuit qu’elles ne sont pas 
parallèles. 


Cette condition est la même qne nous avons obtenue 
dans Particle 274 , page 343. 


Dans ce cas, Péquation proposée peut se mettre sous 
la forme 


{2Ay+Br+D—(x— x) V/(B*— 440); x 
{2 Ay+Bz+D+(x—x)y B—4AC }= 0. 


Elle est donc décomposable en ratiorinels facteurs du 
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premier degré , et peut être satisfaite en égalant sé- 


parément à zéro chacun de ces facteurs. 

_ 288. Généralement, lorsque l'équation proposée se 
trouve multipliée tout entière par des facteurs ration- 
nels en x et en y, il faut avoir grand soin de les discuter 
successivement , et chacun en particulier ; car , puisqu'on 
satisfait à l'équation en les égalant à zéro, ils offrent au- 


tant de solutions, qu’il n’est pas permis de négliger. 


289. Voici quelques exemples du cas précédent : 


J°— 22 + 2y+ I —=0O, (Fig. 120 ). 
P—x = 0, (Fig. 121). 
Y + ay — 22° + LE = 0: ‘ (Fig. 192 ). 


290. Venons enfin au cas où les deux racines x’ et x” 
sont imaginaires : alors le polynome (x — x") (x — x 


. ne peut jamais changer de signe; et, comme son pre- 


mier terme est x”, il reste toujours positif; de plus, 
B° — 4AC est aussi positif. Ainsi, quelque supposition 
qu’on fasse pour x, la valeur de y sera toujours réelle, 
et chaque abscisse donnera des points de la courbe. Ce- 
pendant cette courbe sera encore composée de deux 
branches séparées (fig. 123); car chaque ordonnée est 
divisée en deux parties égales par le diamètre dont 
l'équation est 
(Br +D), 
PORTERA AE 


et, comme le radicalq/(B®—4AC) (x—x) (x —x") 
ne peut jamais devenir nul, ce diamètre ne coupe pas 
la courbe, qui s'étend ainsi indéfiniment au-dessus de lui 
et au-dessous. Cette circonstance est tout-à-fait analogue 
à celle que présente le second axe de lhyperbole. 

Les conditions particulières à ce cas sont 


B—4AC>0,(BD—2AE)—(B—4AC) (D°-4AT)>0. 


362 DISCUSSION 
En voici quelques exemples : 


Y'T2aY F0, (Fig. 124). 
VU 22y— à +ox + oy—1=0, (Fig. 125). 
9x —2%—27%0, (Fig. 126 ). 


291. Si A—=—C, et B — 0, l'équation générale 
devient 


Aÿ° — Ax° + Dy + Er +F=o; 


ou : 
D E: t HR 
LE LM 2 pu, en 
| à 7 y+-x+-—=0. 
Elle peut, par conséquent, se mettre sous la forme 


| D 4 f E }* D'Et4AF 
peRp- {Rp apemens, 
alors on voit que , si les coordonnées yet x sont rec- 
tangulaires, elle représente une hyperbole équilatère, 


Dons 
qui a pour coordonnées du centre — Se + DE et pour 


D° — E° — 4AF 
4 A2 

. du cercle , dans la première classe des courbes, ar- 
ticle 273. 

292. Il résulte de cette discussion que les courbes 
du second ordre , dans lesquelles B* — 4AC est positif, 
sont toujours des courbes indéfinies composées de deux 
branches séparées: elles comprennent eomme variétés 
deux lignes droites qui se coupent, et l’hyperbole équi- 
Jatère. | | 
293. On voit, par ce qui précède, comment 1l est 
possible de déduire de l'équation d’une ligne courbe 
sa forme, son étendue , ses limites , et toutes les sinuo- 
sités de son cours ; la marche que nous venons de suivre 
est générale, et sappliquerait également à toutes les 


puissance . Ce câs ést analogue à celui 
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courbes algébriques. Il est donc très utile de s’en bien 
pénétrer , et de s’en rendre lusage familier par des 
exemples. Mais aussi c’est tout ce qu’il faut retenir; 
car il serait inutile, et même nuisible, de fixer dans 
sa mémoire les conditions particulières qui ont lieu 
entre les coefficiens suivant les différens eas, et il faut 
plutôt se laisser naturellement conduire à ces condi- 
tions par la suite des raisonnemens. 

294. En admettant que les courhes comprises dans 
cette classe soient réellement des hyperboles, comme 
nous allons tout-à-l’heure le prouver, il est facile de les 
construire géométriquement d’après leur équation; car 
on peut ici, comme pour les ellipses, déterminer très 
simplement leur centre , ainsi que la direction ct la 
longueur de deux diamètres conjugués. | 

Il n’est pas même besoin pour cela d’aucun nouveau 
calcul; il suffit d'opérer ici comme nous l'avons fait 
alors , en ayant égard à l’analogie qui existe entre Pel- 
lipse et lhyperhole , ainsi qu'aux différences qui les sé- 
parent. En résolvant d’abord Péquation, par rapport 
à y, on obtiendra un premier diamètre dont la longueur 


sera 
(x' 2e x!) AY RER Gr 
——— | B° + 4A*. 
| PQ A 
Ensuite , en la résolvant par rapport à x, on aura le 
‘second diamètre parallèle aux y , lequel aura pour lon- 


gueur 





{x” LE 2 x”) 

—— - UR2 
Celui-ci sera imaginaire , car nous supposons B—4AC 
positif, comme cela doit en effet avoir lieu dans l’hyper- 
bole. Si donc on représente la moitié de ce diamètre 





/ RENE 1 .,*7r 0 
par B'F°— 1,et la moitié du premier par A”, ces don- 
nées sufliront pour construire Phyperbole; car l'angle 
des deux diamètres est connu, et en le représentant par « 
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on aura ici comme dans Pellipse 
| 2A | 
V'AA +R 


On pourra de même obtenir les valeurs des deux axes de 


2 {ISIN © = 


lhyperbole; car en les représentant par a etb W—a, 

puisque l’un d’entre eux doit être imaginaire, On aura 

également | 
# \o 

L'n E 

( ) V/4AC—B>;; 


ab W—i= 





8A 
(x" x} 


ASP R SR : 
F AA (A+0C) ? 


ce qui donne "0: 


= CT ac, | 








2AÀ 








aus Ge) ss 0 
Ton one A UE Ce 
expressions absolument pareilles à celles que nous 
avons trouvées. pour lellipse, page 349. APE: 

293. Mais on peut aussi construire, pour ce’ cas, l’équa- 
tion générale en y mettant les asymptotes en évidence; 
en elfet reprenons la valeur résolue 


__fBr+D). 1 6 aol ar 2BD—2AE) (D'=AI 
= fr (B6a0) {2 (B—4AC) T7 B—4AR 


B°— ZAC étant par supposition une quantité positive 
différente de zéro ; faisons la sortir de dessous le radical 
généra’ avec le facteur x*, en écrivant l’équation de 
la manière suivante , : 





___ fBr+Dyi pipes au / 2(BD—9ÂE) , D—4AF. 
“HE 2A J T-2A GE oh ÉTAT (B°—4AC)x 





maintenant développons Je second radical en série par la 
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formule du binome appliquée à lexposant ; (*);etordon- 


. 1 L] 
nons le résultat par rapport aux puissances de 2 il est 
aisé de voir que les premiers termes seront 


(BD—»AE) , (D'—4AF)  (BD—2AE): 


(B—4AC)x 2(B—4AC)E 2 — moe 2° 


et tous les termes qui suivront ceux que nous avons 
écrits ,. contiendront au dénominateur des puissances 
de x de plus en plus grandes. Or, en effectuant sur tous 
ces termes la muftipheatton par le facteur commun 


14 V4 B?—4AC, le premier 1. donnera un produit 


qui aura pour facteur æ, le second qui est déja divisé 
par x; donnera une quantité constante ; et tous les 
autres qu sont divisés par des puissances de x supé-— 
rieures à la première, g sarderont encore en dénomi- 
nateur des puissances € i æ de plus en plus grandes. 
Ainsi, en ordonnant toute la série relativement à ces 


RENE D VO RANCE ENG : NRA Le GONE. : CORNE GE 


(*) Pour cela , il faut se rappeler que l’on a en 4 pont n élant 


Lbiiconque ; | 
nn—In— 2 


n.n — | 
{+z}=1 ns + z? + ——— 73— etc. 


1.2: 1.2.9 











D + I 
Ainsi, dans le cas où 7 sera -, on aura 
ue 


il 


a+ dite ge ass cie. 


Dans le cas actuel, la quan qui représente z est. ...... 
aBD3AE) | (D? (Da {AF) £ x (D2—4AF) ñ 
(B>—4AC)r (B:—4AC)x* ? B2—4AC) ‘ 2(B:—{AC)xf 5 
de sorte que ses diverses puissances contiennent toujours au déno- 
teur les puissances successives de = En la substituant donc 


pour z et se bornant aux trois premiers termes, On aura le résultat 
énoncé dans le texte. 
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trois sortes de termés, on aura 









; BD-2AE) LT ET Tiüudétdhésésst | 
= 2 SE) —!{—B+ V/B—4AC (1 
= DE V'B=4AC Font js. +0 
Ce D—2AE) 
E— É—— {Ds AF+ a l (2 
Axy/B—4AC : (Bi —4AC)j- è 
Æ etc. 


Maintenant, à mesure que l’abscisse æ deviendra plus 
grande, soit qu’on la prenne positive ou négative, les 
termes qui la contiennent en dénominateur, devien- 
dront de plus en plus petits, tandis que le premier 
terme qui'en est indépendant restera constant, et que 
le second terme qui la contient en numérateur, acquierra 
une valeur de plus en plus considérable. Ainsi, à mesuré 
que cet accroissement de x aura lieu, lordonnée + de 
la courbe approchera de plus en plus de se réduire à 
ses deux premiers termes, c’est-à-dire de se confondre 
avec Pune ou lautre des deux droites qui auraient pour 


équation s 
3= {Dr RAT US B—y/ ac}, (2 
ou bien 


AY : (BD=—2AE) ä | —— — | 

VE SAL TO roi t aa UTC) 2 
Ces droites sont donc les deux asymptotes de lhyper- 
bole que l'équation représente. Elles ne peuvent être 
réelles qu'autant que B‘—4AC est positif ; car s’il étaitr 
négatif, le radical qu'elles contiennent deviendrait. 
imaginaire. Aussi avons-nous vu que , dans ce dernier 

cas , l'équation appartient à une ellipse, courbe qui wa’ 
pas d’asymptotes. HETT : LT; ef Te 

296. On ne pourrait pas non plus appliquer.cesformules. 

au cas ou B°—4ACserait nul; parce qu’alors les termes! 


f 
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de ‘la série qui contiennent toutes les puissances succes- 
sives de cette quantité en dénominateur devenant infinis, 
la série de ces termes serait infinie ælle-même au lieu 
d’être convergente , et ainsi cette forme de développe- 
ment cesserait d’être possible. Aussi en remontant, pour 
ce cas, à l'expression primitive de y avant qu’elle fût dé- 
veloppée, on yoit. que la supposition de B°—4AC nul fait 
disparaître le terme en x* et réduit cette expression à 


V FBD=SAË)x+D —ZAË, 


or de radical peut bien encore se développer en série 
ordonnée suivant les puissances nverses de x; car il 


suffit pour cela de mettre le terme Y/2(BD— 2AË) x 
en facteur commun, et de réduire en serie le radical 


/: D°—4AF 

EU" 2(BD —2AË)x ? 

au moyen de la formule du binome; mais comme x ne 
sort pas de dessous le premier radical , parce qu'ils y 
trouye seulement à la première puissance, il s'ensuit 
que les premiers termes de la série, qui contiendront 


les puissances ascendantes de x, ne représenteront pas 


des lignes droites, mais des PAU GauERes dont léqua- 
tion sera 


= + = V2ED— bD- — 2AE)x. (4) 
Ainsi, dans le cas de B?— 4AC qul , la courbe cher- 
chée n’a point d’asymptote rectiligne, comme nous 
pouvions le penser. d'avance, puisqu’alors elle est une 
parabole ; mais plus x augmente, plus elle approche 
de se confondre avec une autre parabole, qui est celle 
à laquelle la valeur de y se réduit, et 1L est représentée 
par Péquation (4). 


La F 
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297. En revenant au cas oùles asymptotes rectilignes: 
existent , ilest clair que leur mutuelle intersection doit’ 
donner le centre de lhyperbole. Ainsi en: considérant 
les x et y comme communes dans les équations (1} 
et (2) des asymptotes, l'élimination donnera lescoordon- 
nées du centre, lesquelles auront pour valeur 
__2AE —BD __ 2CD—BE 


—— RGB RRBMS (7 F MITS 


B—4AC’ Ÿ pi 7AC 

Cest ce que lon aurait pu prévoir directement par 
l'équation de la courbe même » Comme nous le verrons 
tout à l'heure. Quoi qu’il en soit, à l'aide de ces Coor +) 
données, on connaîtra le centre de la courbe, et on. 
pourra Îe construire. On pourra également construire 
ses deux asymptotes d’après leurs équations. Il ne restera 
donc plus qu'à trouver un seul point de la courbe; car 
cela suflira ensuite pour trouver tous les autres > comme 
on la vu n° 258. Or, cette première détermination est 
extrêmement facile; car, Phyperbole étant indéfinie 
dans tous les sens, il est impossible que deux axes rec- 
tilignes et rectangulaires de coordonnées se croisent. 
dans le plan où elle se trouve, sans que l’un d'eux 
au moins la rencontre quelque part. On cherchera donc, 
les interséctions de’ces axes avec elle > en faisant suc- 
cessivement x —0, où ÿ —=0 dans son équation. y 
aura toujours au moins une de ces suppositions qui 
donnera des racines réelles, et qui fournira ainsi le 
premier point dont on à besoin pour trouver ensuite 
tous les autres au moyen des asymptotes. 


Sur les Centres et les Lignes diamétrales des 
Courbes planes. 
298. J'ai dit tout à l'heure quelescoordonnéesdu centre 


de l’hyperbole pouvaient s’obtenir directement d’une 
manière plus simple que par l'intersection des deux 
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asymptotes. Comnie ce résultat est général pour toutes 
les-courbes, je vais en placer ici la démonstration. 

Ce que l’on appelle le centre d’une courbe, c’est un 
point tel que, si l’on mène une droite quelconque qui ÿ 
passe et qui se termine à#l& courbe, les points d’inter- 
section sont toujours symétriquement disposés des deux 
côtés du centre, c’est-à-dire en nombre égal et égale- 
ment distans. | 

En supposant cette condition satisfaite, concevons 
Vorigine des coordonnées transportée au centre même. 
Alors, si Pon représente par + à, + y’, les coordon- 
nées d’un quelconque des points intersection , qui sa- 
tisfont à la fois à l'équation de la courbe et à l'équation 
de la droite menée par le centre , il faudra que la courbe 
ait encore un autre point, dont les coordonnées soient 
— 2", —y; c’est-à-dire que sonéquation soit encore sa 
tisfaite quand on y substituera ces nouvelles valeurs, 
au lieu de + x” et + y; 'et cela, sans qu’il en résulte 
aucune détermination particulière de ces quantités. 
Cette condition se trouvera remplie si l'équation de la 
courbe ne contient que des termes variables de dimen- 
sion paire; c’est-à-dire tels, que la somme des exposans 
de x et de y, forme toujours un nombre pair dans 
chaque terme. Car alors ces termes ne Changeront pas 
quand on changera les signes des variables ; et il est aisé 
de voir que la condition de leur constance ne peut être 
remplie d'une autre manière; car si Péquation contenait 
des produits variables de dimension impaire, les termes 
qui en seraient affectés changeraient de signe en même 
temps que les variables x, Y; par conséquent , si léqua- 
tion était satisfaite par certaines valeurs de ces quan- 
tités, elle ne pourrait plus l’être généralement par les 
mêmes valeurs prises en signes contraires. D’après cela, 
pour savoir si une courbe donnée dont on a l'équation, 
jouit de la propriété d’avoir un centre, il ny à qu’à cher- 

24 
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cher s'il frise sur 1e plan oh elle se troure, un point tel, 


analytique qui car pp un centre pra liste ; 
c'est-à-dire que l'équation transformée se réduise à ne 
contenir que des termes variables de dimension paire. 
H faudra donc pour cela substituer ;au lieu de x, des 
expressions de la forme 


x—= a+ x, Y=brt y", 
dans lesquelles a et à désignent les coordonnées de la 
nouvelle origine, et voir si, en disposant de ces quantités, 
on peut faire en sorte que les dimensions impaires de x’ 
et de y” disparaissent de l'équation transformée. 

299. Par exemple, si Pon effectue cette substitution 
dans léquation du second degré la plus générale, 

Ay° + Bry + Ci + Dy + Er +Fai-o, 

on trouve que la transformée contient généralement 
deux termes de dimension impaire; savoir. ......... 
(246 + Ba +D)y', et (2Ca + Bb HE) x’. Ainsi, pour 
que ces termes disparaissent > il faut disposer des quan- 
tités a et b de manière qu’on ait 

24b+Ba+D—o, 2Ca+Bo+E—o, 
et alors Péquation rapportée à la nouyelle origine de- 
viendra 
Ay°+Br'y + Cx Ab Bab+Ca?+ Db4Ea+F—0 

En effet, sous cette forme, on voit qu'elle ne change 
plus quand on y substitue — y et — x’, au lieu de 
+ y’ et + x’, ce qui est le caractère du centre. 

Les mr Lg qui existent entre les coordonnées 
a et b de la nouvelle origine sont du premier degré, et 
rRpRépentent) deux lignes droites : ces droïtes ne ous 
se do qu’en un on point, ils’ensuit qu'il n’y à 
qu'un seul centre dans les courbes du second ordre. 
En effet, ces équations donnent pour & et bles valeurs 
AN tE ; 
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4 — 2ÂE—BD 3 20D BE 
MP BIEAAC "© P—AAC 


et ces valeurs sont uniques : elles deviennent infinies, 
quand B°— 4AC est nul; ce qui signifie qu'alors il n’y 
a pas de centre, ou, en d’autres térmes, qu’il est placé 
à une distance infinie de Porigine. Ce cas est celui de la 
parabole, comme lindique l'équation B°— 4AC — 0, 
qui forme le caractère de cette courbe. Dans ce cas, les 
deux droites qui déterminent le centre par leur FA 
section , deviennent paralièles, PAU leur point d’m- 
tersection est infiniment éloigné. Si, de plus, un des 

numérateurs est nul en même temps que B?—#4AC, 
ces deux suppositions rendent aussi nul Pautre numé- 
rateur, et les valeurs précédentes de «& et d deviennent 
indéterminées: alors il faut revenir aux équations 
mêmes qui les déterminent , et y introduire ces suppo= 
sitions. Or, il est facile d’en déduire que, dans ce cas, 
les deux équations en a et D se réduisent à une seule, et 
par conséquent ne sufisent pas pour déterminer ces 
deux quantités. Il y a done, dans ce cas particulier, une 
infinité de centres qui sont tous situés sur üne même 
ligne droite : maïs aussi, dans cecas , la courbe se réduit 
à deux droites parallèles; comme on la vu dans l’ar- 
ticle 281 ; et tous les centres se trouvent sur la ligne 
droite qui est intermédiaire entre elles.: 

300. L'existence des lignes diamétrales que nousavons 
reconnue dans les courbes du second ox dre s'étend aussi 
aux courbes de tous des degrés. Grénéralen nent on appelle 
diamètre d’une courbe une droite telle qu elle coupe en 
deux parties égales toutes Les cordes menées parallèle- 
ment les unes aux autres, dans la courbe, sous une cer- 
taine inclinaison. D’après cela, si Von prend un dia- 
mètr e pour axe des abscisses , et qu ‘e lon dirige l'axe des 

24. 
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ordonnées parallèlement aux cordes qu’il divise en deux 
parties égales, Péquation transformée devra ‘être telle 
que , sielle est satisfaite par un certain couple de valeurs 
tel que x’ et +- y’, elle le soit encore par le couple, 
x et—y", c'est-à-dire par la même ordonnée prise 
en sens contraire pour la même abscisse. Conséquem-. 
ment pour savoir si une courbe proposée est susceptible, 
d'un ou de plusieurs diamètres > 1] faut changer les di- 
rections actuelles des coordonnées de la manière la. 
plus générale, par exemple, au moyen des formules. 
r—at+ax cosy cosa, y—=b+ax'sine y'sin a, 
en supposant , paré xemple,les coordonnées primitives 
x, ÿ rectangulaires; puis, après la substitution de ces va- 
leurs, on cherchera à déterminer a;,.&, & et «#° der 
manière à faire disparaître tous les termes affectés des: 
puissances impaires d’une des variables, sans que ces 
variables elles -mêmes cessent d’êtréindéterminées. Si: 
la chose est possible, la direction de Vautre variable” 
sera un diamètre de la courbe proposée. Î 
: 801. Pour donnerunexemple de cette méthode, appli- 
quons-la aux courbes du second ordre , dont léquation: 
générale-est | 
Ay+ Bzy + Cr +Dy RExtF—= 0. 
En y faisant la substitution indiquée, on trouvera que: 
la transformée contient généralement trois termes ,/ 
où lune des nouvelles variables, x°, y’ , entre à une 
dimension impaire , et ces termes sont | 
{ 2A$inesine + B(sinxcose’ sine’ cos#)+2Ccoszcosz } 1 
+{ (2A8+ Ba +D)sine +(2Ca+ Bb + E)cos a} x 
+ { (2Ab—Ba+D) sin & + (2Ca + Bd er E) cose” }y°. 
Pour que l'axe des x’,ou Paxe des y',devienne un dia-. 
mètre , il faut toujours que le terme affecté du produit, 
x" y’ disparaisse , puisqu’il,contient une puissance im 
paire de chacune d’elles. [faudra donc toujours qu’on ait 


Hi 


? 
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, 2Ccosacosæ’ + B(sinæ’cose+-sinacosx")+2Asinasine —0; 
: ou ce qui revient au même à? 
2C+ B(tang &°+- tang «) + 2Â tangætangæ'=—0. (1) 
“Ensuite , si Cest l’axe des x’ que lon veut rendre un 
: diamètre , il faudra que le coefficient du terme en y’ 
‘ disparaisse , ce qui exigera que lon fasse 
. (2A0+Ba+D)sin &+ (2Ca+C0+4E)cos # —0. (2) 
Mais si l’on veut donner cette propriété à l'axe des y’, 
il faudra rendre nul le coefficient de x”, ce qui exi- 
_gera que l’on fasse 
… (2Ab+Ba+Dj)sina-(2Ca-+-Bb+4E) cosæ — 0. (3) 
Examinons ce que ces équations nous indiquent. 
D'abord, quel que soit celui des deux axes que l’on 
“choisisse pour diamètre , on voit qu'il faudra toujours 
poser l’équation (1), et y joindre seulement lune des 
deux autres. Maintenant, l'équation (1) ne détermine 
‘qu'une relation entre les angles # et #°; et, lorsque Pun 
d’eux.est donné, elle assigne toujours à l’autre une va- 
leur réelle, puisque chacune des deux tangentes de x 
‘ou dex’ n’y entre qu’au premier degré. Or, après qu’elle 
est: ainsi satisfaite, la seconde équation; soit (2), soit (3) 
peut l'être seulement par les valeurs de & et d dont on 
dispose; ainsi, quelque direction que l’on donne à la 
droite sécante , dont ôn veut faire un diamètre, Péqua- 
tion (1) assignera toujours une direction de cordes qui 
seront coupées par elle en deux parties égales ; et la se- 
conde équation (2) ou (3) entre a et b, sera l'équation 
de ce diamètre relativement aux premiers axes des co- 
ordonnées sur lesquels les & et à sont comptées. 
Ces deux dernières équations sont évidemment toutes 
deux satisfaites lorsque l’on pose 


2A b+ Ba+-D—o, 2Ca+Bb+E—=o. (1) 
Ainsi, les valeurs de & et & données par ces deux 
conditions appartiennent évidemment à un point qui 
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se trouve sur tousles diainètrés. Mais ce sont Précisément 
ces mêmes conditions qui déterminent le éeñtre. Donc û 
tous.les diamètres des courbes du second degré passent 
par leur centre; et réciproquement toute ligne droite 
menée par le centre, dans les courbes du second degré , 
est un diamètre, puisque, sa direction étant donnée, les 
équations (2) et (5) sont satisfaites, et que la dires 
des cordesestensuite déterminéeen quantités réelles par 
Péquation (1). 

302. Supposons que, dans une courbe quelconque, on 
ait Hropvé une direction de coordonnées telle, que l’axe 
des x” et celui des y’ soient l’ün et Pautre désdianètres; je 
dis que P équation transformée en x” et.y’, ne contiendra 
que des puissances PAÏg es de chacune dé ces variables. En 
effet, si Paxe des x’ est un diamètre ; Péquation ne devra 
contenir que des puissances paires de, et si l'axe des y 
estun diamètre ; elle ne renfermera Gué des puissances 
paires de x’. Conséquemment si ces deux caractères ont 
lieu à la fois, l'équation 1 ne renfermera que des puis- 
sances paires de x'.et de y’. 

303. Cette condition est toujours remplie dans les 
courbes du second ordre, lorsque lorigine des x'; K est 
placée au centre et que leurs directions satisfont à l’é- 
quation (). Car, dans ce cas, les premières puisanogs de 
a" et de ÿ' ayant disparu, ainsi que le terme en x! 52 fs 
l équation se trouve ramenée à ne contenir que les carrés 
dés variables. Les systèmes de diamètres que P FRA (9) 
donne dans cette circonstance sont donc toujours des dia- 
mètres conjugués. en prenant ce terme dans lPaccéptien 
du n° 125. Mais la condition de passer par le centre li- 
imite réellement cette propriété à l’ellipse et à lhyper- 
bole, seul cas où les équations (4) peuvent être toutes 
deux satisfaites en donnant aux coordonnées « et à de 
la nouvelle origine dés valeurs finies. 

304. Lorsqu' il st possible de réduire ainsi Ja trans- 
fürmée à ne contenir que les puissances paires des va- 
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siébiex, il est clair que, s'il existe un couple de valeurs 
+r y +y qui y satisfasse, on poUrRe également b) satis- 
faire avec les autres couples x", + y"; —x, —y"; +", 
—ÿ';e'est-à-dire qué les quatre angles formés a les in- 
téfsections dés axes coordonnésrenfermeront chacun un 
point dont les coordonnées seront pareilles, au signe 
près, et Ex sé trouvera sur la courbe. Si les coordon- 
nées x, ÿ’ sont rectangulaires, tes angles dont il s'agit 
deviendront dés quadrans égaux entre eux, et la time 
de la courbe sera utiehément la mème dans tous, de 
sorte qu'on pourrait superposer ces quatre parties les 
unes sur les autres. Dans ce cas, on dit que la courbe 
est symétrique autour des deux axes coordonnés. Cela a 
lieu ; par exemple, pour lellipse ct lhyperbole, Iérsque 
les coordonnées sont dirigées suivant les axes mêmes de 
ces coùrbes. Alors la rectangularité des x’ et des y’ donne 

= 9014; et, én rl & de Péquation (x) à l'aide 
de cette condition, il reste: 


— 2Csin & cos & + B(cos’ « — sin’ «) 4 2A sin « COS & =0; 
d’où l’on tire | .» 
(A — C) tang 24 + B— 0, (5) 


équation qui donnera toujours pour tang 24 une valeur 
réelles d'où lon déduira deux valeurs aussi réelles’ de 
Vangle #. Maïs ces deux valeurs seront telles, que: si lune 
est à, l’autre sera 90° +4; ét par conséquentelles ne don- 
neront qu'un: seul système de éooïdontées, qui sera le 
système des’ deux axes, Rien r’empèché établir cette 
ie rélation dans la parabole, puisque la éondition 
—h{AGwembpêche pas den déduire la valeur detang 2, 
: existera donc pour la parabole un système de coor- 
donnéesrectangulaires quisatisfèra aussi à Péquation (1). 
Mais une bide de ces coordonnées x’ où y’ sera un dia- 
 mètre,puisque;, dans Le cas de Ha parabole, on ne peut pas 


‘1! 
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satisfaire simultanémentaux équations(2)et (3) avec des 
valeurs, finies de a et de D. Par conséquent la courbe ne 
sera symétrique qu'autour d’une des deux lignes qui 
composeront le système des coordonnées: elle le sera au- 
tour des x’ si lon emploie l’équation (2) qui fait dispa- 
raître la première puissance de y’, et autour des y si 
lon. emploie l'équation (3) qui fait disparaitre la pre- 
mière puissance de x’. L’une et l’autre combinaison 
donnent également pour diamètre la même ligne phy- 
sique , qui est l’axe même de la parabole. 


Identité de toutes les Courbes du second degré 
avec les Sections coniques. 


3086. Les courbes que nous venons de découvrir en 
discutant l'équation générale du second degré ,nous ont 
offertla plus grande analogie avec les sections.du'cône, et 
même $ y sont fréquemment ramenées. Il est intéressant 
de savoir au juste jusqu'où s'étend cette analogie; pour. 
cela, nous n’avons pas dé moyen plus sûr que de re- 
prendre lPéquation générale, 


Ay° +Bry+Cx°+Dy+Ex+F=0, 


ct de la réduire par la transformation des coordonnées 
à une forme plüs simple, qui permette de reconnaître. 
la nature géométrique des courbes qu’elle renferme, 
sans toutefois limiter.en rien leur généralité. 

Pour cette discussion nous pouvons admettre que 
l'équation contient au moins le carré d’une des deux. 
variables, y* ou x?; car, dans le cas particulier où ces 
deux carrés manquent, nous ayons vu, n° 266,:que la 
courbe est une hyperbole dont les asymptotes:sont pa- 
rallèles aux axes des coordonnées. | 

Nous pouvons également supposer que le système des 
coordonnées x, y, est rectangulaire; car ; il ne Pétait 
pas, On pourrait transformer les coordonnées ‘de ma- 
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nière à le rendre tel, et cette opération: ne change- 
rait point le degré de l’équation , puisque dans les 
formules de transformation, les anciennes ordonnées 
obliques x ; y , seraient des fonctions linéaires des nou- 
velles, et réciproquement. 

306. Ceci accordé, résolvons l'équation par rapport 
à la variable dont elle contient le carré: et, supposant, 
par exemple, que cette variable soit y , nous aurons 


A — M RE 


selon ce que nous avons vu précédemment, page 338, la 
partie communeaux deux racines, est ordonnée d’un dia- 
mètre rectiligne de la courbe, lequelaurait pour équation, 


=; (Br+D), 


et la partie affectée du double signe exprime l’ordonnée, 
de la courbe , comptée à partir de ce diamètre, paral- 
lèlement aux y: essayons de construire ces divers ré- 
sultats. | fi 

D'abord notre diamètre.coupe laxe des y à une di- 


D Me 1 : à 
stance— de l’origine des coordonnées; et sa, direc- 
tion forme avec l’axe des x un angle dont la tangente 
.. ?, D] B ” : 
trigonométrique est — -%; menant donc deux axes 


rectangulaires des coordonnées: AX,, AY, fig. 127, qui 
aient en A leur origine commune, prenons sur le se- 


D } 
cond une longueur AD égale à — DA et, par le point 
D , menant une ligne droite indéfinie LDX”, qui forme, 
ayec l’axe AX l'angle LOX, ayant pour tangente trigo- 


nométrique == — 
LT ER ! ES TA 


+ 


; cette ligne ‘sera notre diamètre. 


378  1UENTITÉ DES COURBÉS DU SÉCOND' proRt 


Alors si, pour abréger , on nonime à Pangle LOX, où 
devra avoir | 


2 A? | ; » 
sur quoi il ne faut pas oublier que, d'aprés tes preñiers 
principes de Papplication.de l Algèbre: àta Géométrie E 
les letires A , B, D'ainsi que D;E ;F, et les variables x 
et y sont censées exprimer des nombres abstraits quisont: 
les rapports de certaines lignes à l’unité de longueur. De 
sorte qu'il faut rétablir ces-rapports sous leur forme 
géométrique , à la place de chaque lettre, quand on 
veut effectuer les constructions. | | 

307: La diréctiôn que nous avotis dofiéé au diametre 
OX däfis notre figure! est tracée particukHèremient pour 
le cas où À ,B, D, seraient des quantités positives; mais 
elle peut servir de type pour’ représentér tout autre cas: 
quelconque, en faisant correspondre les changemens 
dé position de I! drôite OX’ aux changemets dé va- 
leurset de signes: dès lettres A, B, D, Séulemént > Comme 
nots allons tout à l’hcuré faire usage du point d’inter- 
section D, il est bon d'examiner si la distance AD 3 
totjoürs ünie valeur finie! Or, cela est très facilé; car 
son éxkpréssiôn étant aix , on voit qu'éllè ne deviendra 
infinie que’si À est nuf ; Césta-dire si le carré de la va- 
riable y n’entre pas dans l’équativn, proposée. Mais: 
puisque, dans les cas que nous avons à discuter, l’équa- 
tioiv doit contenir au-moins Ie carré d’wne des ‘déux va= 
riablès ; hôüs pouvois toujours admettre ‘que nous 
opérons sur celle dont le carré «reste, et que nous Ja, 
prenons pour y. Alors nous devrons admettre que A 
nést pas nul;-et par conséquent le point d’intérsection 
D' de l'axe des y avéc riotre diamètre $e trouvéra tou - 
jours à une distance finie de lorigine A. Lcrech ce 

308. Cela posé , considérons un point quelconque M de 
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notre courbe , pour lequel AP soit x et PM soit y; si lon 
prolonge PM jusqu'à sa rencontre avec le diamètre 


OX, la distante PP’ représentera — — 4 (CB +D);et 


par conséquent P'M représentera la ee radicale de la 

valeur de y. Or, l'équation d’une courbe doit toujours se 
simplifiér quand on la rapporte à un diamètre, à cause 
de la disposition symétrique qui en résulte dans les or- 
données. Pour profiter ici de cet avantage, rapportons 
notre courbe à de nouvelles ordonnées dont lune, soit 
DP’ et l’autre PM; en désignant la première par x”, 
Ja seconde par y” et nous rappelant que l’angle LOX est 
représenté pâr «, nous aurons évidemment 


Yi à sh » # 1 : fe S : f 


expressions qui, étant substituées dans la valeur résolue 
de y, donnent 





3*—4AC) cos*æ. x" 2-9(BD3AE)cos a. x" x'+D°—4AF; 


ou, en'éleyañt au carré les deux membres, et faisant 
disparaître le dénominateur, 


= (BA Cyéoét LED 3 A oo 2/4 D AA (2) 


Maiñtenant, le polynome sa second degré hi forme le 
second membre d de cette transformée peut s'écrire de la 
manière suivante : 


(BD—2AT AE): x 


tn Letgr 
{ ZAC) cos°# tefu— (BE | *—HAC)eose 


HD —4AF. 
La quantité ‘variable comprise entre les parenthèses 
deviendra un carré parfait si on lui ajoute, sos 


(BD 2AE) 


(B'—4AC) cos & AC) 3.01 c’est ce que lon Po faire si, 


par compensation, l’on rétranché hors des parenthèses 
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.(BD—2AE) 
(B°—4AC)’cos'«? 





laquantité équivalente (B°—4AC) cos? x 


laquelle se réduit à ve en à Paide de cette trans: 





formation, l'équation en y’ devient 


LORS  (BD—>2AE) )?. (BD-2AEh 
ASE (BA Gponsra [ar AP Li CIRAR S 


Maintenant, introduisons au lieu dé x’ une nouvelle 
variable x"; telle qu’on ait 


> BD—9AE 


X 


br un | 

(BF 4AC)coset 

ce qui, west autre chose que. déplacer lorigine -des. x’ 

sur le diamètre DX", et la porter du point 1), où elle 

était placée, en un autre point D’ tel que DD” soit égah 

Mon 15 add du nd bE die te 
ta De à alors l'équation rapportée au nou- | 

veau système des y’ et des æ”, deviendra 


(BD—2AE): pat Li 
RRAC ENS 





AA 4 — (B2—4AC)cos’«. x"? 


et, sous cette forme, ne contenant plus que les carrés 
des deux coordonnées avec un terme constant , on voit 
qu’elle ne peut représenter qu'une ellipse où une by- 
perbole rapportées à leur centré , où à des diamètres 
conjugués ; lellipse ayant lieu lorsque le coefficient 
B°— 4AC est positif, Phyperhole lorsqu'il est négatif. 
* 309. Cette réduction suppose seulement que notre der- 
nière transformation dé coordonnées est possible à réa+ 
liser : or elle le sera toujours, à moins que J'abscisse 
_19 BPCPEER NE > représentée, par DD”; hédeviénne 
(B°—4AC,).cosæ Ge | 


1: } 


à 


tout-à-fait infinie , ce qui arriverait, si Je dénominateur 


AVEC LES SECTIONS CONIQUES. SG 
(B— 4AC) cosæ était nul. Mais cos e ne peut pas être 
nu, parce qu'il en résulterait & — 96° > Ce qui rendrait 
A nil , et le diamètre DX”parallèle à laxe des y pri- 
mitifs , circonstance que nous avons exclue dès labord. 
Il ne reste donc que le cas où B°— 4ACG serait nul 
lui-même ; or, en remontant à la première transformée 
entre y’ et x”, et y faisant immédiatement usage de 
cette condition , elle se réduit à 


 &A2ÿ2=—9(BD—2AF)cosa.x'D'—4AF; (4) 


d'où lon voit qu’elle représente alors une parabole 
rapportée à son diamètre DX’. Ainsi, dans tous les cas 
possibles, Féquetion du second degré proposée ne peut 
représenter qu’une hyperbole, une ellipse , ou une pa- 
rabole , c’est-à-dire, une des sections du cône. 

310. Tous les cas particuliers que ces sections présen- 
tent,se déduisent même avec évidence de cestransforma- 
tions ; par exemple, si, dans l’équation (4), on suppose 
BD — 2AË nul, le terme variable en x” disparaissant, 
la parabo! e se RNA en deux lignes droites paral- 
lèles à Paxe des x’; et si D°— 4AF est aussi nul, 
les deux droites se réuniront en une seule , située sur 
cet axe même : pareiïllement » Si l’on suppose le terme 
constant nul dans l’équation (3), elle donnera deux 
droites qui se coupent lorsque B°— 4AC sera positif, 
et un point lorsque B? — 4AC sera négatif. Enfin , s 
ce terme constant tout entier, au lieu d’être nul, est néga- 
Uf, B?— 4AC étant aussi négatif, tous les termes passés 
dans le premier membre, formeront une somme de 
quantités toutes essentiellement positives; et, par con- 
séquent , Péquation proposée sera impossible à satis- 
faire , ce qui s'accorde en effet avec ce que nous avons 
Eur" 270: 

311. La marche que nous venons de suivre n’est pas 
seulement propre à prouver l'identité des courbes du 
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second degré ayec quelques-unes des, sections du cône, 
elle peut eneore être employée avec avantage, pour dis-+ 
cuter et construire les équations. particulières de ces 
courbes que Pon pourrait proposer. Les élèves feront 
bien de faire cet essai sur les divers exemples que nous 
avons donnés dans le courant de ce chapitre. 


Des Surfaces du second ordre. 





312. On a vu dans Particle 70, que les équations entre 
trois variables représentent des surfaces, comme celles 
qui sont entre deux indéterminées représentent des 
lignes. On classe aussi les surfaces d’après le degré de 
leurs équations. Ainsi le plan dont l'équation est linéaire, 
est du premier ordre. Nous ne considérerons ici que les 
surfaces du second ordre, dont léquation la plus géné- 
rale est 

Az A y HA x Byz+B'xz+B'xy+-CztC'yHC'x te — 0; ( 

et nous supposérons les coordonnées x yz rectangulaires, 

© 815. Puisque deux des variables x, y, z, peuvent être 
prises à volonté, ce qui se présente d’abord de plus 
simple est de résoudre équation proposée par rapport à 
une d’entre elles, par exemple, par rapport à z : alors, 
en donnant successivement à x et à y toutes les valeurs 
possibles, on en déduirait les valeurs correspondantes 
dez, et par conséquent la position des différens points 
de la surface. | 

_ Mais cetie méthode, que nous avons employée dans la 
discussion des lignes courbes, né serait pas propre à 
donner une idée nette de la forme et du cours des sur- 
faces, parce que, s’il est facile de saisir par la pensée la 
liaison d'une seule suite de valeurs, il serait tres difficile 
d'étendre cette idée à deux dimensions. Pour obvier à 
cet inconvénient, on imagine une suite de plans coupans 
menés suivant une certaine loi, par exemple, parallèles 
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à Pun des plans coordonnés. En combinant les équâtions 
de ces plans avec celle de la surface proposée, on déter- 
mine-(n° 79) leurs intersections mutuelles. La nature 
de cesintersections ét la manière dont elles se succèdent, 
font saisir et voir, pour ainsi dire, dans l'espace, la na- 
ture de-la surface et les divérs mouvemens des Nappes 
qui Ja:composent. 

814. Pour donner un exemple de ce procédé, appli- 
quons-le au cas très simple où équation proposée serait 


pot nv R? 


-1Prenons.les plans coupans parallèles au plan de «y ; 
leur équation sera, par le n° 56 de la forme : 


ré dt d 4 


« étant une constante : substituant cette valeur de z 
dans da proposée, on a | 


x° + ÿ° = R'— a°, 


Cette équation, qui appartient (n° 79) à la projection 
de l'intersection sur de plan des xy, représente, quel 
que soit a, une circonférence de cercle dont le centre 
esta l'origine, et dont le rayon est W/R°—%: ce rayon 
est réel tant que à, positif ou négatif, est plus petit 
_queR;ilest nul , quand &égaleR ; ét imaginaire quand & 
surpasse R. Ainsi, dans le premier cas, l'intersection 
est une circonférence de cercle; dans le second, ce cercle 
se réduit à un point; et au-delà, le plan ne rencontre 
plus Ja surface. 

. L’équation proposée étant symétrique par rapport 
aux trois variables x, y,:, on obtiendrait des résultats 
semblables en prenant les plans coupans parallèles à un 
quelconque des plans coordonnés : St ces plans passaient 
par l’origine même des coordonnées, chacun d'eux cou- 
perait la surface suivant des cercles égaux ) et Qui au’ 
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raient pour équation 
HP =R, HR, y — R:. 

On peut donc concevoir la surface proposée comme: 
engendrée par le mouvement d’un cercle parallèle au 
plan xy, et dont le rayon variable ; et représenté par 
V’R—@ , est l’ordonnée du cercle suivant: lequel le 
plan des xz, ou des yz, rencontrerait la, surface: On 
reconnait à cette propriété la génération de la: sphère’ 
que j'ai choisie pour donner une application simple du 
procédé général; car, dans ce cas particulier, on peut 
aisément reconnaître la nature de la surface, en obser- 
vant que V’x + y*+2" est la distance d’un point quel- 
conque à l’origine des coordonnées : distance qui est 
constante Ho l'équation précédente; ce qui carac= 
térise la sphère. 

C'est pour plus de simplicité que nous avons choisi 
les plans coupans parallèles aux plans coordonnés : par 
cette disposition, les projections des intersections ne 
diffèrent pas des intersections elles-mêmes. Nous n’au- 
rions pas eu cet avantage en prenant les plans coupans 
dans des directions quelconques : si, par exemple, nous 
les eussions seulement astreints à passer par l'origine, 
ils auraient eu des équations de la forme 


Ax + By+Cz:=0; 


et la combinaison de cette équation avec la proposée 
eût donné, en éliminant z, 

(A2 + C*) x? + 2ABzry + (B? + C) RC 
Alors la projection de l'intersection sur le plan des xy 
est une ellipse. On pourrait cependant reconnaître que 
cette intersection elle-même est une circonférence de 
cercle, et l’on j parviendrait en la rapportant à des 
OO prises dans le plan coupant. Je donnerai 
par la suite des méthodes pour atteindre ce but. 
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315. En général on peut , à l'aide de ce que nous avons 
dit dans le n° 79, déterminer les intersections d’une sur- 
face quelconque par ‘un plan, et il est visible que ces 
mtérsections seront. en général des courbés'du même 
ordre qué la surface : :mais avant d'appliquer ces pro- 
‘cédés à l'équation générale du'second degré, il faut re- 
marquer qu'une pareille équation n’est pas toujours 
possible, et qu’il existe des cas où elle ne saurait repré- 
senter aucune surface. Pour les déterminer, opérons 
ici comme nous l'avons fait n° 264, sur l'équation du 
second: degré eñtre deux variables. En résolvant léqua- 
tion proposée par rapport à 2, et supposant, pour plus 
de simplicité, | Se SE 
B°—4AA"—a, :2{BB'—2AB")—2, B°—4AA"—0, 
2(B0—2AC)=d;: 2(BC—2AC')—e, C—4AF—f, 
elle donne 
UT 
a PA ee ee pr v 
_ Pour que la valeur de : soit toujours imaginaire, quels 
que soient x et y, il, faut que la quantité comprise sous 
le radical soit toujours négative. Or, en supposant x nul, 
on pourra (n°,:268).donner à ÿ une-valeur telle que le 
signe du résultat ne dépende que de celui de a : on aura 
donc d’abord, pour première condition de ima ginarité, 
B°— 4AA'< 0. 
De plus, pour que. la quantité qui ‘est sous le radical 
conserve toujours son signe négatif, il faut qu’elle ne 
puisse jamais devenir nulle, et par conséquent il faut 
qu’en l’égalant à zéro, on n’en tire jamais pour y que 
«des valeurs imaginaires: Or,°on voit, par Particle 275, 
.que,celte,condition-ne peutiêtreremplie:, à moins qu’on 
Rip oo apn no Oo wev ie de tr. 
B—hac<o, (bd—aue)"{(b—huc)(d4af)<o; 
29 
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ce qui exige que les quantités a, c, f, où 

B°—GAA", B—4AA", C—#4AF, | 
soient de même signe, et par ‘conséquent négatives , 
puisque la première doit l’être : pour cela, il faut que 
les coefñiciens A’, A", A”, soient de même signe, sans 


qu'aucun d'eux soit nul. 
En faisant-donc, pour plus de:simplicité, 
B—kac—«, bd—aue =", 
(bd— aae) — (b?— 4ac) (d— kaf) = Rs : 
nous aurons les trois conditions 
ao, ao," Q<Lo: | 
Lorsqu’elles seront remplies, Péquation proposée sera 
impossible, et ne représentera aucune surface. ; 
On peut s'assurer aisément de cette vérité, en obser- 
vant que si l’on égale à zéro la quantité 


aÿ® + bxy + ex + dy + ex 4 
pour lerésoudre dans ses facteurs simples, on pourra ,en 
opérantcommedans la page 879 , la mettre sous la forme 
al G0y be +de EGde EU) + SI 


Par conséquent, Héqiatien proposée équivaut à la sui- 
vante, 


(A: + By + Ba 4 CP (2e y 4 bn >] 
À 4 "JR Qt | 
A TA CE er 


aa 


—=0O; 


et l’on voit clairement que tous ses termes sont positifs, 
quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux va- 
riables x, Y22 sia,a’ et Q, sont négatifs, ce ra rend 
l'égalité à zéro ot UE : 
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- Si Q est nul, &et a’ étant toujours négatifs , l’'équa- 
tion peut être nan ; maïs seulement èn supposant 
Chacun de ses termes nul en particulier; ce qui donne 
2A5+By-HBr+ C0, 2ayHbx+d—0, 42400. 
Ces trois équations suffisent Pen déterminer, les coor- 
données x, y, “ et, comme il n’en résulte pour cha- 
_ Cune d’elles qu’une aigue, il s'ensuit qu’alors la surface 
se réduit à un point. 

IL est à remarquer que la quantité Q reste la même 
quand on y change tous les signes des coefficiens &, b, 0. 

316. Il peut arriver aussi que l équation proposée nus 
décomposable en facteurs réels du premier degré, et 
àlors elle représenterait le Systèmé de deux Dans Le 
cela, il faut que la quantité affectée du signe radical, 
dans la valeur de 3, soit un carré que l’on ln par 
_ Conséquent représenter par (ay +£Bx y), «, 8, y; étant 
des constantes indéterminée : développant cette expres- 
$ion , elle devient 


dy Da Bxy BE 20yy + ay Ex À 5 


et, en la comparant terme à terme avec la quantité 


QY°E bay + ox? + dy + ex + f, 
on à # NET. ] | f en  , 
dE, &=e, y—/f, (À) 
k 228 =D, 2æy = à, 2YB — e ; 


d'où on tire | ef 
b— hac—0, d—haf=o, e=4cf = 0; :(B) 


ce qui exige que les quantités &, c, f, soient de même 
signe. Lorsque ces trois RRRRRE seront saitisfaites , on 
aura \ 


nf EX BIS + Sa. \ E" Le ul 
De: EN AR 8= Ve, , y=V jf, 
les: signes des radicaux étant détérminés d’après Ceux 


25. 
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des quantités D, d,e; et l’équation FRE se résou* 
dra en ee facteurs, , qui:seront: 


242+By + B'x + CÆ Val+e/s Fr en 


Siles quantités à, e, f, sont positives, ces facteurs re- 


présenteront des plans réels : dans le cas contraire, Va 
sera imaginaire , et l’on devra avoir en même temps 


NE Bin Geo ET 7 6e :rimt 


Alors la proposée représentera une ligne droite. 
Les valeurs de b, _d, e, tirées des équations (A), 
donnent 
bi — 20e = 0. 


Ainsi, .en. se reportant au numéro ent, les quan- 
tités que nous àvons nommées a’, D, Q, sont nulles lors- 
que l'équation proposée est décotito en facteurs 
du premier degré. 

Si lon développe les équations (B), en méttant pour 
a, bc; leurs valeurs, elles deviennent. 44 


AB": A(B2— AB: — BBB'—4AAAZO, (1) 
AC? AC HF B—BCC—4AAF —=0, (2) 
AC A'C HF B—BCC'—4AA'F —o. (3) 


Les deux dernières sont celles que l'on obtiendrait en 
faisant successivement abstraction de x et de y dans la 
proposée, et écrivant que le résultat.est ne RER: 
en facteurs du premier degré. Il est facile de s’en assurer, 
en les comparant avec Ce de Particle 287. La pre- 
mière n’est point symétrique avec les deux autres, et 
cela vient de ce que nous avons résolu l’équation par 
rapport à &; ce qui n’a laissé que x et y sous le radical : 

en la résolent par rapport à y, on trouverait pour une 
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des trois équations de condition la suivante 
AC A"CAEFB" —B"C LE AA'A'F Hro. (4) 


(Cette équation, qui ne contient que les coefficiens de:x 
et de: y; doit nécessairement être comportée par les 
trois précédentes : dé plus comme:elle contient:la lettre 
.B'; qui né se:trouve pas däns-les-deux dernières; et la 
lettre F, qui ne se trouve pas dans la première; elle 
ne peut résulter que de la combinaison de ces trois équa- 
tions. On peut donc:la substituer à une d’entre elles, 
par exemple, à la première, et lon aura alors les trois 
conditions (2) (3) (y, pour que la proposée repré- 
sente’ deux plans ou‘une ligne droite : ‘ces équations. 
‘de condition pourront mêmé être employées quand une 
des quantités À; A’, A”, qui multiplient les carrés des. 
variables æ, y, z, déviènidis nulle. 
Si lon AT parvenir directement aux trois équa- 
tions (2) (3) (4), il faudrait rendre la proposée Dr 
% 


gène et symétrique , en y substituant pour %, 3 RE 
[42 


: z ; CF : 4 r « 2 
8 ñ étant une nouyelle indéterminée, on trou- 
n° A à ‘ 


verait ainsi 
+\y + A°x SEE LB y Gant c Ni ECHREne 02. 


ot en shiolran cette équation par rapport à», on cher- 
cherait les conditions qui rendent le polynome décom-- 
posable en facteurs rationvels; on obtiendrait, ainsi 
directement les trois équations (2) (3) (4). 

317. Le principal. caractère par lequel nous avons 
classé les courbes du second-degré, est labsence ou 
Pexistence des! branches infinies. On distingue. égale- 
ment, parmi les surfaces!du second ordre, celles qui 
sont renfermées dans un espace limité, et celles dont 
le cours est indéfint. . 
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Généralement , lorsqu'une surface est renfermée 
dans un espace fini, si l’on mène} une droite qui la 
rencontre en plusieurs points, la portion de cette droite 
qui’ est interceptée entre les’ points d’intersection ne 
pourra jamais devenir infinie; et il est évident que 
cette propriété appartient exclusivement & ee genre de 
surfacex! cherchons les conditions qui ÿ rte LE 
celles du second ordre: | 

so Le | ol 


x 


£ 


x=az+8$, 
Y—=# 2H 6, 


les équations d'une ligne. droite quelconque dans la- 
quelle.&, 8, 4’, 8’ sont.des constantes absolumént arbi- 
traires qu dépeñilént de la position de la, droite : les 
points où elle rencontre la surface du second degré. 


Az?+A" PAS By 2 ER 'r2 Ex + Cr C yHC'a HE 0 


seront déterminés par le système de ces trois équations 
(n° 79): Il faudra donc en tirer, par l'élimination, les 
valeurs des. coordonnées æ, Vorsise qui revient à 
chercher les intersections de la surface par chacun des 
plans projetans , et à déterminer ensuite les points 
communs à ces deux intersections: Ainsi, pour que da : 
surface proposée soit renfermée dans un espace fini, il 
est nécessaire et 1l suflit que ces ‘courbes ‘soient: +00 
jours fermées , ie que’ soit la RE ss sr 
“coupans: | 
Si l’on core d’abord la première des shit de 
la droite avec celle de la surface , et qu'on’ élimine x 
entre elles, il viendra une équation du second degré 
“qui appartiendra à la projection , sur leplandes y2, 
‘de la courbe suivant laquelle le premier plan projetant 
vencontre la surface : cette équation sera de la forme: 


2° + Lay + + d'akey+f —=0. 


ss — 
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Pour qu’elle appartienne à une courbe fermée, il faut, 
comme on Pa vu n°268; que 6 *— 4a'c" soit une quan- 
tité négative : or, sans effectuer entièrement le: caleul 
de Pé élimination, f est aisé de voir que lon a 


= À 4 Ble + Aa, Fa RE C ="; 

ce qui donne 

(B':—4A"A")a+2(BB"—2B'A" SH 4 AAC 0. 
Cette PRES deyant être remplie, quel que soit #, 
il est. visible que lon aura d’abord (n° 268), 

B'— A A! A" << o. 
A' et A* seront par. conséquén? dé même signe, po- 
* sitives_ par esemple, sl nous. sypposons ka première 

positive, ce: qui est permis: 

Il faudra ensuite que ce: pélynome reste toui®urs né- 
gatif, quel que soit #; ce qui exige qu'ex Pégalant à 


zéro, ne donne Pour & que des valeurs imaginaires : 
pour cela, il faut, qu'on ait (n° 276). 


(BB'—9B" A'ÿ—(B—4AA" (B'2—4A'A"}<o, (4) 
ou, en développant et divisant par 4A”, qui est une 
quantité positive, | 
AB":-L AB A'Bÿ—BB'B'—4AA'A"<C 0, (5) 
Cela ne peut avoir lieu qu'en supposant 
B>— 4AA" <To. 

Il faut par conséquent que les quantités À, A’, À” soient 
toutes trois de même signe, C ’est-à-dire de sans 
: qu'aucune d’elles soit nulle. 

Ces conditions étant satisfaites, la section faite dans 
ka surface par le premier plan projetant de la droite sera 


une courbe fermée , quelle que.soit la direction. du plan. 
En combinant at la même maniere l équation 


J=az+E 
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du,second plan :projetant de la droite avec celle de, Fa: 


surface, on trouvera que l'intersection sera une > courbe 
st érde si Pon a 


: 


. B?— - LA A" <o, 2e AA 
(B'B"— BA) (B'— —&AA") (BAM A") Los (6) 
ce qui exige que bn ait | 
Fr BP 4AA "To. | 

Mais ces conditions ne diffèrent, qu’en apparence des 
précédentes ; car si, l’on développe la formule (6), et 
qu'on la divise par 4A”, qui est une quantité. positive, 
elle donnera la formule (5) : et, réciproquement, en 
multipliant la formule (5) par 4A!, on-retrouveta la foi 
mule (6). Par conséquent, la a B°— 4A'A"< 0: « 
est implicitement comprise dans les précédentes. L’ana- 
logie fait aisément sentir qu'en multipliant la! fofrile 
6) par 4À ;on. peut lui donner la forme : 

(BB'— 2AB°)— (B°— 4AÀ') (B— &AA!) L o. 
ü suit de là que, pour qu’une surface du sécond degré 
soit renfermée dans uñ espace fini, il est nécessaire ét il 
suflit que son intersection, par un plan perpendiculaire 
à un des plans coor donnés, soût toujours une courbe fer- 
mée, quelle que soit la direction du plan coupant : il est 
aisé de voir que ce caractère peut servir à déterminier 
les surfaces finies de tous les ordres + x +. jq'onsl5) 

Cette propriété tient à.ce.que l’on peut trouver Pit: 
tersection d’une droite avec. une surface, sans combiner 
immédiatement l'équation de cette dernière avec celles 
des deux plans projetans; car on parvient au même but, 
en cherchant les points dans lesquels un des plans pro- 
jetans rencontre la courbe suivant laquelle Vautre a 
coupé la surface. Il suffit donc » pour que celle-ci soit 
comprise dans un espace fini, que | la courbe dont il s agit 


soit toujours fermée, quelle que soit la direction du. 
plan. 


}3) {! 
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Nous conclurons de ce qui-précède , .qu'üne surface 
du: second degré, dont l'équation est 


AY HA By: B'x 24 B'ry+ CC y—+C' HF, (7) 


ne peut être renfermée dans un espace fini , à MOINS 


qu’on n’ait entre les coefficiens de cette équation: les 
relations suivantes : 


| B'—4AA' Co, B°—4AA"CO B'4AA"<o (A) 
AB'°LA'/B'°+A"B°—BD'B'—1AA'A" Co. 


Mois nous observérons qu’une quelconque ‘des trois: 
premières , prise conjointement avec la dérnière ; Com- 
porte les deux autres. : 

Pour prendre ‘une idée nette de ce que ces formules 
représentent ; supposons que l’on.fasse successivement 


XTO,. Y—=,0, :z—0O, 


dans l'équation générale des surfaces du second degré; 
on obtieñdra pat ce moÿen, trois équations aussi du 
second degré ; qui appartiendront aux sections faites: 
dans la surface par: les trois planscoordonnés : les trois 
premières des conditions (A) signifient que ces sections, 
que nous nommerons Îles {races de la surface, sont des 
courbes fermées. Mais cela ne sulit pas pour que la sur- 
face soit elle-mêèmé fermée | et il faut encore que la'qua- 
‘Ttrième condition soit remplie: C’est ainsi ; par exémple , 
qu'un ,cône droit, qui est une. surface indéfinie, peut 
être placé, par rapport à l’origine, de manière que ses 
intersections par des trois plans coordonnés soient des 
ellipsés. k 
:On voit ,'par les formules Débats que toutes les’ 
surfaces du second. degré, qui sont de’ nature. à être com- 
prises dans ün espace fini, ‘renferment: nécessairement 
dans leur équation les carrés des variables'*, y,z;et,;en 
en effet, si unç de ces variables, z par exemple, ne y 
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trouvait qu'à la première puissance, sa valeur serait 
toujours réelle, quelle que fût celle des autres; et, si elle 
n’entrait pas du iout dans équation, elle serait absolu 
ment arbitraire, en sorte que , dans l’un et l'autre cas, 
la surface Péletdrait indéfiniment dans le sens de cette 
variable. 

818. Considérons maintenant les diverses particularités: 
du cours de ces surfaces ; mais,pour les discuteravec plus 
de facilité , et distinguer plus nettement tes propriétés 
qui les caractérisent, cherchons à simplifier l'équation 
générale, comme nous avons fait dans; le cas des courbes: 
planes en changeant convenablement. les, coordonnées. | 

319. Ne faisons d’abord que transporter lorigine. En. 
nommant +‘ et y’ les nouvelles coordonnées, on aura 

s=x'Æa, y=Y HE, 2=7 #7. 

En substituant ces valears, on peut disposer des indé- 
terminées #, 8, y, de manière à faire disparaïtre. les, 
termes aflectés des premières puissances des, variables, 
x°,ÿ!, #3 ce qui donne les trois.équations 

2 À y +B8:+ Ba+Cæo, 
2 A"B + B'æ + By + C =0o, (2} 
0 A'a + By + B'8 + C"—0; | 
et, en, représentant, par L, la quantité 
Aÿ+ A8 +-A" 24 Bey Bay B'é82-Cy- Ce C'atE 
qui ne contient que des qüantités connues, la trans- 
formée devient 
Az 4 A LA" x 24 By 4 B'7x+B'x/y + Lo. (3), 
Cette équation reste la même;, quand: on y sp: 
+ 2, 4yl, 42 respectivement emma; y; 


Si donc:, par origine des coordonnées, on mène. une 
ligne dents dont les équations soient de, la: forme 


CESR ’ és ny 
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les points où elle rencontrera la surface auront leurs 
coordonnées respectivement égales et de signes con- 
traires : par conséquent ,la portion de cette droite inter- 
ceptée par Ja surface se trouvera divisée en deux parties 
égales à l'origine des coordonnées. Cette origine sera 
donc le centre de Îa surface, en attribuant à cette 
expression la signification que nous lui avons donnée 
dans les courbes planes, n° 298. 

Les équations (2), qui déterminent la position de ce 
centre , étant linéaires, elles donneront toujours pour 
«, B, 7, des valeurs réelles ; mais les coefficiens À, B,C, 

peuvent avoir entre eux Te relations telles , que les va- 
leurs «, 8,7, deviennent infinies , et alors le centre de 
Ja surface sera infiniment éloigné, circonstance analogue 

à celle que présente la parabole parmi les sections ço- 

‘niques. 
_ Pour savoir quand cela arrivera, il faut tirer de équa- 
tions (2) les valeurs de z, 8,7, et examiner les cas où 
leur dénominateur peut devenir nul. Si l’on calcule ce 
dénominateur par la méthode ordinaire d'élimination ; 
on aura, en Pégalant à à zéro , 


AB‘+A'B:1A"B:—BB/B'—4AA'A"—0. (D) 


C’est la condition nécessaire pour que le centre de la 
surface soit infiniment éloigné. 

Si cette équation était satisfaite ; et qu'oneût en même 
temps 

| mom CGesos 2 C0; 

les valeurs de «, 8,7, ne seraient plus infinies : il est 
aisé de voix qu’alors une quelconque des trois équa- 
tions (2) serait comportée par les deux autres. Elles ne 
suffiraient done plus pour déterminer les trois coor- 
données æ; 8 ,y: par conséquent, y aurait une infinité 
de centres tous situés sur une même ligne droite qui 
lerait Pintérsection de deux plans ayant pour équa- 


14 
296 DES SURFACES 
tions 


Ve 


Les 


RE 24 y4+B8+Bazo, 
2 AB + B'e LBy—=o. 


Dans ce cas, la surface est un cylindre droit indéfini, à 
base elliptique ou hyperbolique , comme nous le verrons 
“plûs bas, et Paxe de ce cylindre est le lieu de tous les 
“centres. | | | 

320. Faisons d’abord abstraction de ces cas particu- 
liers ; ét considérons en général les surfaces qui ont un 
centre, c'est-à-dire, dont l'équation peut être mise sous 
‘la forme | 4 à SPL Et Le. 


A HA GA By Bal Bla y Los 


pour la simplifier encote, changeons-y la direction des 
coordonnées, en les laissant toujours rectangulaires, et 
cherchons à déterminer le nouveau système de manière 
à faire disparaître les termes qui contiennent les rec- 
tangles des coordonnées; il faudra, pour cela, faire n° 97 


sa cos Xe y" cos X’ + 2" cos X/’, 
y = x" cos Y + y" cos Y':+zl cos Y”, 
3° = x" cos Z 4 y" cos Z! + z° cos Z'; 
et joindre à ces équations les suivantes : 
cos X + cos Y + cos Z 1, UE 
L Hfcos 2 cos? Y'°.+ cos" Z' = 0h00 (A) 
cos® X° + cos? Y”+ cos Z' = 1, 
cos X-cos X” + cos Y cos Y’ L cos Z cos Z = 0 : 
cos X cos X° Æ cos Ÿ cos Y!Æ cos Z co Z'*=—= 0, (B) 
cos X cos X° + cos Y'cos Y + cos Z' cos Z' = 0, 


4 


L 
\ 


ce qui donnera une équation de la forme Dal pe 
Mz°+M'y"°#ÆM'x" 2HNZ'Y EN "7" x" EN 'xtÿ" pe 0. 


Sans effectuer entièrement le calcul, on peutaisément 
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‘Æormer: les valeurs des coëfficiens N, N’; N'; et, en les 
.égälant à zéro, on aura lés trois équations suivantes 


2A cosZ cos Z’ SB (cosZ cos Y' cos Y cos’ ) 
+24" cosY cos Y'4-B (cosZ cos X’-cosXcosZ') ? — 0; 
—-24"cosX cos X'+B"(cosY cos X'ÆcosXcosY') 


2AÀ cosZ cos Z’+B (cos ZcosY"+-cosYcosZ”; | 
+2A"cosY cosY"+B'(cos ZcosX”+-cosXcosZ" ) :—o(C); 
—-2A"cosX cosX"+B"(cos YcosX"+-cosXcosY”) 


-2A cosZ'cosZ" +-B (cos Z'cosY"—+cosY’cosZ") 
—+2A'"cosY'cosY” + B'(cos Z'cosX"—+cosX/cosZ") | —0 ; 
—+2A"cosX'cosX”+B"(cosY’cosX’—-cosX'cosY”) 


On peut, au moyen des neuf équations (A) (B) (C), 
déterminer les neuf quantités d’où dépend la position des 
trois axes; et, en substituant leurs valeurs dans la pro- 
posée , elle se réduira à cette forme très simple 


M:°°+ My" + M'x" +L—=o, 

Mais la possibilité de la: RARE RNA de la 
réalité de ces valeurs. — R 

‘Pour s'assurer de :cette hiéssibilité, il faut observer 
que les équations (A) (B) (C) restent les mêmes, quand 
ou; y change XYZ respectivement en XYZ, ou en 
X"Y"Z". Ces équations sont donc symétriques par rap- 
port aux trois axes des nouvelles coordonnées x” y*z" : 
par conséquent , il doit être possible de les STAR 
en trois systèmes équivalens (A) (A'). (A”), dont chacun 
ne renfermera que les quantités relatives à un de ces 
axes. Ces trois systèmes devant être encore symétriques, 
comme les équations (A) (B) (C), un seul de ces Sys= 
tèmes pourra représenter les deux autres, et devra 
donner pour chacune des inconnues trois valeurs qui 
appartiéndront aux trois axes. des x"y"z". 


Pour: obtenir ces équations éliminées, multiplions la 
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première des équations (C) par cos Y”, la seconde par 
cos Y’, et retranchons ces deux produits l’un dé l’autre, 
en faisant , pour plus de simplicité, … 

2Â cos Z + Bcos Y + B'cos X = M, 

2Â"cos Y + B'cos Z nie, B'esX=P, 
il viendra | 

M{cos Y’ cos Z” == cos 2’ cos Y’) | LR 

+ P (cos Y' cos X° = cos X” cos Ÿ”) JS 
Effectuons la même opération en multipliant par cos X” 
et cos X”, et faisons 
À! cos Ÿ + B cos Z + B’ cos X — N, 


* 


il viendra | 
M {cos X’ cos Z" = cos Z' cos X") D (3) 
HN (cos X' 665 Y” = cos Y’ cos X") Ÿ | 
Traitant absolument de la même manière les deux pre- 
mières équations (B) , on.en tirera les deux suivantes , 
cos X (cos Y”’ cos X” — cos X’cos Y”) es Lys 
cos Z (cos Y’ cos Z’ == cos Z' cos Y’) 
cos Ÿ (cos X’ cos Y”— 608 Y” cos E 24 4e 
cos Z (cos X” cos Z” — cos Z” cos X”) > 
Si lon fait, pour plus de simplicité, 
cos Ÿ’ cos Z" — cos Z' cos Y” = TT, 


cos Y’cos X"' — cos X” cos Y” —=U, 
cos X’ cos Z” — cos Z' cos X" = V; 


les quatre équations précédentes deviendront 


MT+PÜ—0, MV—NU—o; 
T'cos ZH U cos X — 0, V cos Z — U cos Y — 0. 


Il faut observer que les quantités T, U , V, qui entrent 
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dans ces expréssions, sont les seules qui contiennent des 
accens : eh des éliminant , on aura les deux équations 
suivantes, qui ne contiendront plus que XYZ, 
Mcos Y=NcosZ—0, Méos X—P cos Z —0, 
qui comportent la suivante 
D on ne 
ou; en développant ét mettant pour MNP leurs valeurs, 
2 (A—A”) cosY cos Z + B (cos Y — cos’ Z) } hu 
+ B” cosY cosX — B” cos X cos Z È 5 
2 (A—A"”) cosX vos Z + B'{cos® X— cos? Z) ? Sp 
+ Bcos Xcos Y —B’cos Y cos Z REX 
2(A"—A") cos Y cos X:4-B’(cos’ Y— cos X) | sé 2e 
+B’'cos Z cos Y — B cos X cos Z RES 
à quoi il faudra joindre 
cos? X + cos? V'desiZrt 14 
Ces équations éliminées suffisent pour déterminer cos X, 
cos Ÿ, cos Z; et, comme les formules dont nous sommes 
partis étaient symétriques par rapport au trois axes des 
nouvelles coordonnées, on aura , par rapport à chacun 
d’eux , trois équations semblables aux précédentes, en 
sorte qu’il suffit de résoudre ces dernières. 
Pour y parvenir, on féra 
cos X = mcosZ, cos Y —n cosZ; 
on a alors 
L 


y'a + n° = f 
et les quantités m, n, $e trouvent déterminées par les 
équations 
2 (A— An B (n° — 1)+ B'mn — B'm = 0, 
2(A — A°)m+B'(m° — 1) Bmn — B'n — 0. 


cos Z — 
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-SiTon prend dans la première:la valeur de #» , qui 
est au premier degré , et qu’on la substitue dans la se- 
conde, le terme affecté de zt disparait de lui-même , et 
il reste, pour déterminer-n » une équation du: ere 
degré. Cette équation ayant au moins une racine réelle, 
ilen résultera au moins une valeur réelle pour m, et 
par conséquent pour chacune des quantités cos X, cos Y, 
cos Z :.ces valeurs vérifieront..les, équations (5); etul 
y aura au moins un des axes cherchés qui sera réel. 

Supposons que l’on transforme les coordonnées de 

manière à prendre cet axe pour celui des z, les deux 
autres axes étant pris, comme on voudra’, dans le plan 
perpendiculaire , et seulement de manière à faire-entre 
eux un angle droit : si après avoir effectué ces trans- 
formations dans l'équation proposée, on lui applique 
ensuite les équations (5), elles devront se trouver satis- 
faites en faisant cos X—0, cos Y —0, cos Z = 1. 
Cette supposition donnant B —0, B°—=0, il s'ensuit 
que, si on effectuait réellement cette transformation , 
les rectangles yz, xz, des nouvelles coordonnées , dis- 
paraîtraient d'eux-mêmes, et Fépoation serait ramenée 
à cette forme se 


ub , #4 A’ A" sp) ELU) 


les'coeficiens AA A'B'L étant. tous des quantités PER - 
mais, lorsqu'on n’a plus qu’une équation de cette ptet 3 
où Bet B’ sont nuls, les deux premièresdes équations (5) 
sont encore satisfaites en supposant cos Z —0; ce qui 
donne des axes perpendiculaires à Paxe des z. La posi- 
tion de ces nouveaux axes.est déterminée par la troi- 
sième de ces équations, qui. devient... :,j;iue 


A" 5 cos Y cos X + PB QE Y — cos ù= 0: 


ou’, comme on a alors | | TILL “1 
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cos® X + cos ŸY = 1, 


ahex ES he $g ang X — 1550. 





Le dernier terme de cette tin étant. négatif et 
égal à — 1, les deux valeurs de tang X sont réelles, et 
les angles auxquels elles répondent sont X et X + ço°. 
Les nouveaux axes des x et des y, déterminés par les 
équations (5), seront donc réels; axe des z, que lon 
avait trouvé d'abord, et auquel ils sont perpendicu- 
laires, est aussi réel : on aura donc ainsi trois axes réels 
€t rectangulaires, dont le système satisfera aux équa- 
tions (A), (B), (C) ; c'est-à-dire qu'en y rapportant 
léquation générale des surfaces du second ordre, les 
trois rectangles des coordonnées disparaissent tee 
mêmes de cette équation. 
321. Quoique cé système de coordonnées soit en géné- 
ralunique pour chaque surface, il pourrait existér entre 
les coefficiens de l'équation proposée des relations telles, 
que quelqu’une des équations (5) fût satisfaite d’elle- 
même ; alors les quantités 7 et n resteraient indétermi- 
nées, et il y aurait une infinité de systèmes pareils à 
ceux que nous considérons : cela arriverait, par exemple, 
si l’on avait 


A—A'—À", B—o, B'=o, B'—0; 


ce qui suppose * 
| 28H y + x — R?. 

Alors les trois premières équations (5) seraient satis- 
faites d’ellés-mêèmes , et il ne resterait qu'à remplir les 
conditions relatives à la perpendicularité dés trois äxes; 
alors aussi, de quelque manière qu'on change la direc- 
tion des coordonnées, en les laïssant toutefois rectan- 
gulaires , comme les équations (5) le supposent ; on n’in- 
troduirait jamais les rectangles des variables; c’est ce 

26 
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qu’il est facile de voir directement par les substitution. 
Le cas que nous considérons ici est celui de la sphère, 
et la propriété dont il s’agit a son analogue dans le cer- 
ele, comme on Pa vu précédemment. 

Si l’on avait simplement 


A xA’, Bo ho 4he 0 


une des équations (5) serait satisfaite d'elle-même; mais 
les deux autres ne pourraient pas l'être, à moins qu'on 
n'eût cos Z—0 : Êl: faudrait donc alors qu’un des trois 
axes, celui des x", par exemple, fût perpendiculaire : à 
Pase des z; on aurait ensuite | 

cos? Y + cos X — 1, 
c’est-à-dire que les angles X , Y, sont complément lun 
de l'autre; ce qui est une suite de la condition précé- 
dente, en vertu de laquelle l'axe dont il s’agit est situé 
dans le plan des xy. Mais, pour la détermination des 
autres angles, il faut recourir immédiatement aux équa- 
tions (C), qui deviennent, dans ce cas, 


A cos Z cos Z’ + A' (cos Y cos Y’Æ cos X cos XIV 
A cos Z cos Z"+ A’ (cos Y cos Y* Æ cos X cos X”) — 0, 
À cos Z' cos Z" + A’ (cos Y’ cos Y” + cos X’ cos X’)— 0. 


En les combinant avec les équations (B), elles donnent 


(A — A") cosZ cos Z = 0, 
(A — À”) cosZ cos Z"— 0, 
(A — A”) cosZ’ cos Z"— 0; 


et, si l’on n’a pas A— À", il faudra que deux des trois 
quantités cos Z; cos Z', cos Z”, isoient : nulles :. ce qui 
met deux des nouvesux axes dans le plan des «y. Comme 
leur situation dans ce plan reste indéterminée, ily,aura 
une infinité de systèmes de coordonnées rectangulaires 
qui auront tous le même axe des z, et qui auront lapro- 
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_priété de ne point introduire le rectangle des variables 
dans Péquation proposée; aussi verrons- nous » par la 
suite, que la surface représentée par cette équation est 
formée par la révolution d’une courbe du second degré 
autour de l’axe des z. | 

On arriverait à des résultats analogues, si, B, B’,B" 

étant nuls, on supposait À = A’, ou A—A" :/ces cas se 
_traiteraient comme le précédent. 

Si, dans les formules de l’article 319, on veut supposer 
que l’on ait fait préalablement disparaître les rectangles 
des coordonnées, l'équation que nous ayons nommée (D) 
ne pourra être satisfaite qu’autant qu’une des quantités 
A, A”, A”, sera nulle. Si en outre on suppose les coefli- 
ciens C, C’, C’ nuls, comme nous l'avons fait à la fin 
même article, une des trois variables disparaîtra entière- 
ment de équation dela surface ; et comme cette variable 

est alors absoluement indéterminée , il s'ensuit que 

la surface est, ainsi que nous l'avons annoncé alors, un 
cylmdre droit dont les génératrices sont perpendicu- 
laires à la base, laquelle est uneellipse ou une hyperbole, 
Située dans un des plans coordonnés. Le cas de l’h Yper- 
bole comprenant celui des deux lignes droites, 
se trouve compris parmi ces cylindres. 


L 


le plan 


Des Surfaces du. second ordre rapportées à 
leurs axes. 


322. Il résulte de cette discussion que toutes les sur- 


faces du second degré qui ont un centre > sont r 
mées dans l'équation 


| Mx°?+ M'y° +M'x2+L—o. (1) 


enfer- 


Mais on peut aussi les réunir avec celles qui n’ont point 

de centre, dans une formule très simple. En eflet, si 

: Pon change dans équation générale la direction des 

coordonnées sans déplacer leur origine, et en les lais- 
26. 
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sant toujours rectangulaires, on pourra disposer des in- 
déterminées dépendantes de cette direction, de manière 
à faire disparaître les rectangles y'z',x'z/, 2 Y' des nou- 
velles variables; car on aura, pour cela, les mêmes con: 
ditions que Hire les numéros précédens. Par cette opé- 
ration, la proposée sera ramenée à la forme : 


Mz'?+M'y®+ M'x + Kz'+- K' y + K'z'+F—o. 


Alors, si l’on transporte l’origine des coordonnées sans 
changer la direction des nouveaux axes, ce qui se fera 
cn tn 


ska,  yÿy"+ha, x'=x"+a", 


on pourra disposer des indéterminées a, a”,a”,de manière 
à faire disparaître le terme tout connu; ce qui donnera 


Ma?+M'a+M'a"+ Ka+K'a + K'a"+F—=0o. (2) 


ILexistera toujours pour a, a’,a”, des valeurs réelles qui 
satisferont à cette condition , excepté dans le seul cas où 
la proposée serait elle-même impossible. Aïnsi, en sup- 
primant les accens dont nous n’ayons plus besoin, et 
faisant, pour plus de simplicité, 


MatK=H, sWabK =, sM'a+K'=H 


toutes les surfaces du second ordre se trouveront com- 
prises dans l'équation 


Ma My Mat Hs H' yo, (3) 


P SRE des coordonnées étant sur un point de la surface. 

L'équation (2) ne détermine qu’une des coordonnées 
aa! a” de la nouvelle origine; on peut en conséquence 
disposer des deux autres pour rendre nuls deux.des coef- 
ficiens H,H',H'; mais cette réduction n’est applicable qu'à 
celles des te dont le carré se trouve aussi dans 
l'équation ; car, si M, par exemple, était nul, Pindéter- 
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‘minée a disparattrait de la valeur de H, qui se réduirait 
alors à une quantité toute connue. si 
_ Cette cifconstänée nous fournit un moyen très simple 
dé récontiaitré dans l'équation (3) les surfaces qui n’ont 
pas de centre; car, ces surfaces ne pouvant se ramener à 
Ja forme de Péquation (1), si on essaie de déterminer 
les arbitraires 4 à a” de manière à ce que les premières 
puissances dés trois variables disparaissent en même 
temps, quelqués-unés de ces quantités devront devenir 
infinies dans le cas des surfaces dépourvues de centre : 
or on aurait, pour les déterminer, les équations 


2Ma+K—o, 2Ma+K'=0o, 2M'a +K'—o. 


Il faudrait donc qu'une, au moins, des trois quantités 
MM'M" fût nulle, céllé qui lui corréspond parmi les 
quantités KK°K" ne l'étant pas. Ainsi, quand nous you- 
drons considérer dans l'équation (3) les surfaces dépour- 
vues de centre, nous devrons supposer que cette équa- 
tion a perdu quelques-uns des termes qui contiennent 
les carrés des variables; modification analogue à celle 
qu'offre la parabole dans les sections coniques. 

323. L’équation générale étant ainsi ramenée, dans 
tous les cas, à sa forme la plus simple, examinons plus 
particulièrement la nature des diverses surfaces qu’elle 
représente, en commençant d’abord ‘par éelles qui ont 
un centre, et qui sont par conséquent comprises dans la 
formule 


Ma+ M'y°+ M'ai+L= 0. € 


Cette équation, étant résolue par rapport à une quel- 
conquedes trois variables xy,2; doñneraitpour elle deux 
valeurs égales et de signes contraires. Il suit de là que 
chacunides plans coordonnés divise ces surfaces en deux 
portions égalés ét symétriques. Les traces de la surface 
sur ses plans se nomment secfions principales , et les axes 
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rectangulaires qui délerminent ce système de coordon-. 
nées s’appellent axes principaux. 

Si nous coupons la surface par des plans parallèles aux 
plans coordonnés , ce qui revient à supposer successiye- 
ment x,ÿ,2, constantes, les intersections, qui seront 
des courbes du second degré rapportées à leurs axes et 
au centre, détermineront la forme et le cours de la sur- 
face. La nature de ces intersections dépendra évidem- 
ment des signes des coefficiens MM'M" : or, en suppo- 
sant M positif , ce que nous ferons toujours, il peut arri- 
ver qu’on ait 

M' et M'positifs, 
M" positif, M" négatif 2 
M négatif, M" positif, 
M’... et : M’ négatifs. 


Les trois derniérs cas donneront toujours deux coeffi = 
ciens de même signe, le troisième étant de signe diffé- 
rent : ils rentreront par conséquent les uns dans les 
autres, et conduiront aux mêmes résultats, en changeant 
convenablement les variables les unes dans les autres. Il 
suflira par conséquent de considérer séparément le pre- 
mier cas ét le dernier. Fe LE 
524. MM°,M", étant positifs, si l'on fait successivement 


Te, YBR, REY} 


#,B;y, étant des constantes , les intersections de ces plans 
avec les surfaces auront pour équations 
M2 + My: + M'a + Les 
Mas + M'a + M8 +L—o, 

M'y° + M's +MS LL —o. 
Toutes ces intersections seront alors des ellipses qui au- 


ront leurs centres sur les axes des x,Y,Z. Les traces de la 
surface s’obtiendront en faisant «= 0, 8 — OH 5,0; 
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et elles auront pour équations | 
Mz + My +L—o, 
*Mz° + M'x + L—=o, 
M'y°+ M'x° + L = 0. 

Si L est positif, toutes les intersections parallèles aux 
plans coordonnés seront imaginaires, ainsi que la sur- 
face; si L est nul, elles se réduiront à un seul point, qui 
sera l’origine des coordonnées; enfin si L'est négatif et. 
égal à —L, elles seront réelles tant que’ lès quantités 

LE Me, LH Me, LH M, 
seront négatives; elles se réduiront chacune:à un point, 
quand'ces quantités deviendront nulles; et deviendront. 
imaginaires , de même que la surface, au-delà de cette li- 
mite. Ainsi, dans le cas que nous considérons, la surface 
est fermée. La nature de ces intersections lui a fait donner 
_le nom d’ellipsoide. 

La construction de cette surface se déduit aisément 
des considérations précédentes (fig. 128). En effet, BC, : 
CD, DB, représentant ses trois sections principales, la 
section B'D’, faite par un plan B'PD' parallèle à celui 
des x, sera une ellipse qui aura son centresau point P, 
et dont les axes seront les ordonnées PB; PD’ menées 
par ce point aux deux sections principales situées dans: 
les plans des æz et des xy. Pour chaque point M pris 
sur la droite PD’, ordonnée M'M de Pellipse B'D' sera. 
celle de la surface. Nous n’ayons représenté dans la figure 
que la portion qui est renfermée dans l’angle trièdre des 
coordonnées positives. 

En faisant y—0o et z2—0; dans l'équation de cet 
ellipsoïde n° 323, la valeur de x représente labscisse 
AC des points où laxe des x rencontre la surface : on 
trouve ainsi. | 

JE 


M" ° 


7. Ds = 


sine ne 
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Cette double valeur indique deux points d’intersectiom 
situés de part et d'autre, et à; des distances égales de 
lorigineides coordonnées. On trouvera de même, en 
faisant successivement y—=0 et 4—0 ; puis x=0 et 2=0; 


GE 
a=æ/—E RON à Em NT 


Le double de ces valeurs forme ce qu'on appelle les axes 
de la surface : on voit. qu’ils ne Fans réels, que si L est 
née 

L’équation de lellipsoïde prend une forme très élé- 
gante lorsqu'on y introduit ces axes. Si l’on représente 
par A;:B, C, la moitié de leurs longueurs, respeétive- 
ment parallèles aux æ,7; z,on aura 





’ L 8 1 ST 4, ME 
ABS ET pen ET Ah 01e TE 


et;-en.tirant de ces rapports Îles Far de MM", 
l'équation de la surface devient 
A°B'z° ACT B'C'r°='A°B2C?: 
{ 
sous cette forme, on voit aisément que les sections prin- 
cipales sont des ellipses dont lesaxes sont A.et B; A et C 
Bet C. 
325. Prenons les plans coupans Pret"; ji au 
plan des xy;:et passant par laxe.des , leuréquation sera 
| Y — GX, 


ou, en adoptant pour coordonnées ( fig. 129) l'angle 
NACet lerayon AN , que nous représenterons respecti- 
vement par @etr, 


x =7rcos®, : y = r'sin g. 


Substituant ces valeurs dans Péquation de la surface, on 
aura celle de l'intersection rapportée aux coordonnées 
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ets, qui sera | | 

Mz° +» (M' sin @ +. M" cos” @) + L = o. 
Elle représente en général des ellipses différentes, sui- 
vant les différentes valeurs de 9. Mais, si M = M”, 


les axes AC, AD, situés dans le plan desxy, deviennent 
‘égaux , l'angle @ disparaît ; et lon a simplement 
Mz° Mr + L—o. 

Toutes les sections faites dans la surface par des plans 
menés par l'axe des z, sont donc alors égales entre elles 
et aux deux premières sections le : la troisième 
devient une circonférence de cercle, et il en est de. 
même de toutes les intersections. parallèles au plan 
des xy : la surface est donc alors formée par la révolu- 
tion de l'ellipse BC ou BD autour de l’axe des:z. On voit, 
par ce procédé, qu’en général, pour qu’une surface soit 
de révolution autour de Paxe des z , il faut que x et y 
entrent dans son équation; de HAIeTe que z n’y soit 
fonction que de r ou de x° + 

La supposition de M— M' ou Fe M = M” donnerait 
des ellipsoides de révolution autour des autres axes. 
Enfin , ss M—M" — M", les trois axes À, B, C sont 
égaux; l'équation de la surface devient 


L | 
CE UN 0: 


Elle est alors de révolution par rapport aux trois axes : 
on reconnait aisément la sphère à cette propriété. 

326. Généralement, à mesure que les quantités 
M,M', M”, diminuent, L restant le même, les axes.qui 
leur correspondent augmentent , et l’ellipsoide s'étend 
davantage (fig. 128). Enfin, si une d'elles, M" par exem- 
ple, devient nulle, les deux autres restant finies et po- 
sitives, laxe correspondant, qui est ici AC, devient 
infini ; alors l’ellipsoide se change en un cylindre dont 
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F] à y . , . 
l'axe se confond avec celui des x, et dont l'équation est 


M: + My + L=o. 

La base de ce cylindre est Pellipse BD située dans le plan 
des zy; et la coordonnée x devient arbitraire ; c’est pour- 
quoi elle disparaît de l'équation de la Hdéidd 

On voit de nouveau, par cet exemple, qu’en général 
une équation qui ne renferme que deux des trois va- 
riables x, y, z, représente un. cylindre lorsqu'elle est 
prise dans touté sa généralité. C’est ainsi que l’équation 
d'un plan perpendiculaire à un des plans coordonnés se 
réduit à l'équation de sa trace sur ce plan. 

Si aux suppositions précédentes on ajoute que M—M', 
l'ellipse BD devient une circonférence de cercle; et ton 
a alors le cylindre droit à base circulaire, tel qu'on le 
considere dans les élémens de Géométrie. 

Enfin, si M’ est nul, Péquation se réduit à 


Mz+L—0o, 


ce qui donne 


ce représente alors deux plans, parallèles au plan des xy, 
et situés de part et d'autre de ce plan, à la distance AB. 
327. Considérons maintenant le cas où M” et M" sont 
négatifs, M étant positif. Dans ce cas, équation de la 
surface est 
M — My —M'x +L=o; 
et les intrsections parallèles aux plans cosrdOrriue ont 
pour équations 
Mz° — My — Me + L—o, 
Mzt —M'x— M'e LL—=o, 
My + M'a® — My — L=o. 


Les deux premières sont des hyperboles, les dernieres 
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sont des ellipses : on a alors pour les traces de la surface 


M—My+L=o, Mi—Mx+L=o, 
ME Mr — Lo. 

Les intersections parallèles aux plans des xz et des yz 
sont toujours réelles : il n’en est pas de même des inter- 
sections parallèles au plan des xy; elles ne peuvent être 
toujours réelles que lorsque L est une quantité positive : - 
si L est négatif et égal à — L', elles seront imaginaires 
pour toutes les valeurs de y, qui rendront la quantité 
L'—M. positive; quand cette quantité sera nulle, elles 
se réduiront à un point, et au-delà elles seront toujours 
réelles. Ainsi, dans ces deux derniers cas, la surface s’é- 
tend nent dans tous les sens; mais sa forme 
n'est pas la même. 

Lorsque L est positif (fig. 130), les deux sections prin-. 
cipales, qui sont des hyperboles , ont pour second axe 
V’axe des 2 : elles sont donc placées comme le représente 
la figure : alors tous les plans parallèles à celui des xy 
rencontrent la surface suivant des ellipses. 

En cherchant, comme dans larticle 324, les inter- 
sections de cette surface par les lignes des xyz , on trou- 
vera les trois axes, dont les deux premiers seront réels» 
et le troisième imaginaire : si on les représente respec- 


tivement par À,BCY/—1, et qu'on introduise ces va- 
leurs dans Béghationt de la surface , elle Po la forme 
suivante 
A2B2z2— A°C’ÿy — B'Cx° + A°B°C? — 0. 
Lorsque L est négatif au contraire, les hyperboles 
résultantes des sections principales ont pour premier 
axe l'axe des z ;'elles sont done placées comme le repré- 
sente la fig. 131 : alors la surface est imaginaire entre 
B et B'; par conséquent, les plans parallèles au plan 
des xy ne la rencontrent.point dans cet intervalle, au- 
delà duquel ils donnent constamment des ellipses. 
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: Dans ce cas, si l’on eherche les trois axes de la sur- 
face eh vérité aux 4ÿ2, on trouvera lé dernier réel, 
et 12 deux autres imaginaires. En les représentant res- 


pectivement par AV/—1, B Hisate et C, l'équation de 
la surface deviendra 


A°B°z° = A°C?y— B'Cx°— À Gi 10: 
_ On voit maintenant en quoi diffèrent ces deux sur- 
faces que l’on nomme Ayperboloïdes. 
Lorsque M'—M", on a A —B; elles deviennent 
toutes deux de révolution autour de laxe des z. 


Si M” devient nul, L ne l’étant pas, l'axe AC devient 

infini, et l'équation se réduit à 

Mz°— M’ y+ Lo. 
Elle représente alors uñ cylindre perpendiculaire aw 
plan des zy, et dont la base, ou la section par ce plan, est 
une hyperbole. La situation de cette base, et par consé- 
quent celle du cylindre, dépend du signe de L. 

À mesure que L positif ou négatif diminue, linter-: 
vallée BB" (fig. 131) ët l’ellipse CDD’ (fig. 130) se res- 
serrent; enfin; quand L est nul, les points Bet B’se 
confondent , et Pellipse CDD” se réduit à un point qui 
est Porigine même: des coordonnées. Les hyperboles 
done par les plans des xz et des yz deviennent des 
droites ; et les hypérboloïdes se réduisenttous deux à'un 
cône qui ressemble au cône droit des élémens de Géo- 
métrie , à cela près que:sa base est une ellipse; son centre 


est à l’origine des coordonnées : dans ce cas, on a 
Péquation | | 


7 | 
Mz:— M'y°— M'x° = 0. 

Les sections de Ja surface par des plans paralleles aux 

plans des'#2 où dés yz; sont encore des hyperboles qui 


ont leur centre sur laxe des y ou sur l'axe des x. On 
pourrait donc concevoir encore ce cône comme ayant 
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pour base une hyperbole située dans un plan parallèle 
à un des deux précédens; et alors il serait engendré par 
le mouvement d’une ligne droite assujettie à passer tou- 
jours par l’origine des coordonnées, et. par des points 
différens de cette hyperbole. Si M” est nul, cé cône se 
‘réduit à deux plans passant par lorigine des coordon- 
nées, et perpendiculaires au plan des yz. 

On peut encore s'assurer que la surface précédente est 
conique, en menant les plans coupans par l'axe des z : 
alors ils auront pour équation 


Lee Vs a 
ce qui donne 


T—=rCos®, y—=rsin®. 


Ces valeurs, substituées dans l’équation des hyperbo- 
loides, donneront pour l'équation de Pintersection 


Mz°— 7° (M' sin°@ + M'cos®)+L= o, 


qui appartient en général à l’hyperbolé, mais qui, dans 
le cas où Li — 0, représente deux lignes droites menées 
par l'origine; ce qui est le caractère des surfaces co- 
niques, puisqu'elles sont engendrées par le mouvement 
d’une droite assujettie à toucher toujours une courbe 
donnée, et à passer toujours par un même point. Ici les 
droites correspondantes à un même plan coupant font 
des angles égaux avec Paxe des z; ce qui tient à ce que 
l'axe du cône passe par le centre de l’ellipse qui lui sert 
de base, et est perpendiculaire au plan qui la contient. 

Tant que M' et M” sont différentes l’une de Pautre, 
les droites données par l'équation 


Mz2— 1° (M' sin @ + M” cos g) = 0, 


font des angles différens avec laxe des z suivant les va- 
leurs de @: mais, lorsque M'— M", on a 


M°—rM=o; 
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l'angle disparaît, et toutes les génératrices font des 
angles égaux avec l'axe des z : ainsi, dans ce cas, la sur- 
face devient un cône droit à base cireulaire, ayant pour 
axe laxe des z. 

328. Le cône que nous venons de considérer est, par 
rapport aux hyperboloïdes , ce que sont les asymptotes 
de Phyperbole par rapport à cette courbe. En effet, si 
lon représente par 2, z', les coordonnées respectives de 
ces deux surfaces pour les mêmes valeurs de xet de Ÿ; 
on aura 


M'y° + M'x° me My + M'A T, 
M Frs PTE SOS 





2N ES M ni à 
ce qui donne 
Zz—2 È 


es M(z+ +3 
La différence entre ces ordonnées, supposées de même 
signe, sera positive ou négative suivant le signe de L: 
par conséquent, le cône sera intérieur à Phyperboloïde, 
si L est positif; extérieur, si L est mégatif. Cette diffé- 
rence sera d'autant plus petite, que les valeurs des 
coordonnées z' et z seront plusgrandes : ainsi le cône ap- 
prochera toujours de plus en plus de chacun des hyper- 
boloïdes, sans pouvoir jamais les atteindre. 
329. Les hyperboloïdes ont encore plusieurs propriétés 
remarquables qui les rapprochent des surfaces coniques. 
Si Pon considère les hyperholes 
Mz— My M'e LL — 0, 
qui sont données par les plans Coupans perpendiculaires 
à l'axe des x, on voit qu’en supposant L positif (fis. 130), 
elles auront leur second axe parallèle aux z, tant que 
— M" a? + L 

sera une quantité positive, ce qui arrivera quand le plan 
coupant passera entre le centre et le point C: elles se ré- 

duiront à des lignes droites, quand cette quantité sera 
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nulle, ce qui arrivera à extrémité de l'axe AC; enfin, 
pour des distances plus grandes. du centre, elles auront 
leur premier axe parallèle à celui des z. On peut suivre 
la même marche sur les hyperboles parallèles aux plans 
des xz, et on trouvera également que le plan mené à 
l'extrémité de l’axe AD, perpendiculairement à lPaxe 
des y, rencontre aussi la surface suivant deux lignes 
droites. Ceci est un cas particulier d’une propriété plus 
générale que nous développerons par la suite. 
330. Reprenons maintenant l'équation générale 


Mz + M'y°+ M'a+ Hz +Wy+H'xz=o. (2) 


Pour en déduire les surfaces dépourvues de centre, il 
faudra (page 405) supposer quelqu'un des trois coefli- 
ciens M, M’, M”, égal à zéro : ces coefficiens ne peuvent 
cependant pas être tous supposés nuls à la fois, car 
alors la surface ne serait plus qu'un plan..Il ÿ aura 
donc en tout deux cas à examiner, suivant qu’une seule 
ou deux d’entre les quantités M, M, M”, seront nulles. 
Nous allons discuter ces deux cas, en supposant que le 
ierme Mz* reste dans l'équation, FA coefficient M étant 
positif. IL suffira de changer convenablement les va- 
riables xyz les unes dans les autres, pour en déduire les 
résultats qui auraient lieu, si M était égal à zéro. 
Supposons d’abord M” nul, M'ne l'étant point : alors, 
d’après ce qui a été dit dans Particle 322, on pourra 
transporter les coordonnées parallèlement à elles-mêmes, 
de manière à rendre H et H” nuls. L’équation sera donc 
réduite à la forme 


Mz° + M'y° + H'x — 0. 


Les sections parallèles aux plans des yz, des xz, et des 
xy , seront 

M2 + M'y + Ha —o, 

Mz° + H'x + M'8 — 0, 

M'y° + H'x +My — o. 
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Les deux dernières, qui représentent des paraboles ; 
seront toujours réelles, les autres seront des ellipses ou 
des hyperboles, selon que M-et M’seront de même signe 
ou de signe contraire. Les sections principales de la sur- 
face auront pour équations E 


Ms +M'y=0o, M+H'x=0o, My +H'x—=0o; 


et, suivant le signe de M’, Ja première se réduira à un 
point, ou représentera deux lignes droites. 

Supposons d’abord M” positif, ainsi que M. Les sec- 
tions parallèles au plan des yz ne seront réelles qu’au- 
tant que H" et « seront de signe contraire. La surface ne 
s’étendra donc que d’un seul côté du plan des yz; sa- 
voir, du côté positif, si H’ est négatif; de l’autre , s’il est 
positif : cette dernière disposition est.représentée dans 
la figure 132; on y reconnait aisément l’ellipsoide de la 
fig. 128, dont deux sections principales sont devenues 
des paraboles. 

Prenons maintenant M” négatif ; Péquation de la sur- 
face devient : 
Mz° — M'y + H'x = 0, 

et les sections principales seront 
M=—My=o, M+Hrx=0o, My —H'x=o. 


Celles qui sont paraboliques auront leurs branches diri- 
gées en sens contraire , et leur sommet à l’origine des 
coordonnées (fig. 133). En général, les sections parallèles 
au plan des yz seront des hyperboles BB°B", CC'C", qui 
auront leur centre dans l’axe des x; mais d’un côté de ce 
plan , elles auront leur premier axe Bô parallèle aux z, 
et de l’autre, elles auront le premier axe Cc parallèle 
aux y. Ces directions différentes se réunissent dans le 
plan des yz, où les sections hyperboliques se réduisent 
à deux lignes droites AL, AL”, comme le représente la 
figure 133, où l’on a supposé H” positif. En général, il 
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ést aisé de voir que le signe de H” n’influe point sur la 


forme de là surface , mais seulement sur sa position par 


rapport aux plans TT Il est remarquable que 
les hyperboles représentées par les équations 


Mz° — M'y° + H'e — 0, 


ét qui sont par conséquent les projections sur le plan 


des yz des intersections parallèles à ce plan, ont leurs 


- asymptotes parallèles aux lignes droites AL, AL”, dont 


l'équation est 

Mz —M'y—=0o, 
et qui saut les intersections du plan des yz avec la sur- 
face. Ainsi les plans menés par ces droites et par l'axe 
des x comprendront toute la surface dans les angles diè- 
dres qu’ils forment de part et d'autre du plan des xy, 


-et ils s’en approcheront sans cesse sans pouvoir l’at- 


teindre. Les surfaces que nous venons de discuter se 
nomment paraboloides. 

331. Il nous reste maintenant à examiner le cas où 
M et M” seraient nuls à fe fois ; alors Péquation (2) 
devient 

Me ++ Hy + H'x = 0. (4) 


On ne peut, par le simple déplacement de l origine, faire 
disparaître que le terme Hz, ce qui ramène l'équation à 
cette forme 

Me + H'y + H'x— o. 
Les traces de la surface sur les plans des yz, des xz et 
des xÿ, ont pour équations 
M=+H'y=o, M#+H'x—=o, Hy+Hx=o, 
les équations des sections parallèles à ces plans seront 
eu général 

Mz? + H'y + H'e—o, 

Mz° -k H'x + H'e—=o, 

y + H'x + My 0. 
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Les deux premières représentent des paraboles égales et 
parallèles aux sections principales qui leur correspon: 
dent : leurs sommets, situés dans le plan des xy, sont 
placés sur la ligne droite 


H'y + 
suivant laquelle le plan des xy rencontre la surface. On 
voit , de plus, que les sections parallèles au plan des xy 
sont des lignes droites parallèles entreelles, et à la trace 
de la surface sur ce même plan. Il est aisé de reconnaître 
à ces caractères que la surface dont il s’agit est un cy- 
lindre parabolique dont les génératrices sont parallèles 
au plan des x y, les projections de ces génératrices sur 


ce plan faisant avec laxe des æ un angle qui à pour 
[à dé 


tangente: trigonométrique — Ta 
D’après ce que nous avons dit sur la nature des sur- 
faces cylindriques , il est clair que , si nous transformons 
les coordonnées de manière à prendre un des axes pa- 
rallèles aux génératrices, une des trois variables x, y,z, 
disparaîtra d'elle-même. Pour cela, il faudra conserver 
Vaxe des z , et changer seulement ceux des x et des Y; 
en les be, recteur tes , ce qui se fera à l’aide des 
formules 
mécia) CES sin &, 
year sin æ +- y’ COS &. 


En effet, en substituant ces valeurs dans l’équation de Îa 
surface , elle devient 
Mz°+(H'cose —H"sine) y + (H' sin & + H"cosa)x —=0: 
La variable x’ disparaîtra en.faisant 

EL” sin & + I" cos a = 0; 


ce qui donne + 
H 


ji 
Le nouvel axe des x devient ainsi parallèke à la généra- 


lang = 


DU : SECOND ORDRE. 419 
trice qui a pour équation … 
y H'y + H'x=0) 
et l'équation transformée de la surface devient 
AS H°? + H'°)cos & 
M2° ere” VE 
7 18 H’ Y 
852. En coupant les surfaces du second degré par des 
plans diversement inclinés, les intersections sont des 
courbes du second ordre ;-on peut aisément reconn 
leur nature, en les rapportant à des coordonnées 
dans le,plan coupant: lui-mêrie. 
Pour cela, reprenons les formules 
L= MX 7 





aître 
prises 


n'y +m'e, y=nx + n'y +n"z 
<=p# + y +pa, 
qui servent généralement à là.transformation des .coor: 
_ données en trois dimensions. Si l’on substitue ces va- 
leurs dans l'équation d’une surface , cêtte surface se trou- 
vera rapportée aux my; et, pour trouver son intersec- 
tion, par, un, plan donné ;cib suflirà de combiner son 
équation avec.célle de:ce: plan: Or ; si les coordonnées 
x y. sont: prises, dans le plan coupant lui-même, la 
troisième coordonnée :z" Jui sera perpendiculaire, et 
Péquation de ce planssera 3’ — 0. Ainsi, pour trouver l’é- 
quation de’ son. intersection avec la surface, 1! suffira de 
faire x nul dans cette dernière, après l’avoir transformée. 
Ou, ce qui revient au même, il suffira d'y substituer: 
pour xyz les valeurs suivantes 


2 


VAE hi. + % lu cap 1,7 Ru ’ Co à 
CL—=MT my, y—=nx AY: : STDD +PY » 
que lon obtient en supposant z/ nul. | 
IL ne reste plus qu’à déterminer les coefficiens IT, 
n,1,p,p'; d'après la position des axes dans le plan cou- 
pant. Pour plus de simplicité, nous supposerons que 
| des:x sont comptéés sur la ligne AX' (fie. 1343, qui 
représente la trace de. ce plan avec celui des xy, et nous 
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prendrons pour axe des y’ une droite AY” menée daps 
le plan perpendiculairemént à cette trace : alors, si 
nous commençons par considérer les points situés sur 
Paxe AX°, pour lequel 14 est, nul, les nus de xy2 
deriehdront 5 


Sem {20 24 Y=NX, LE 16 


L’ axe AX’ étant situé dans le plan des UE silon nomme 

® l'angle X’AX, on aura pour les points situés sur cet 

axe A Eee 

Te cos® , cy=æx'isin ; 2:=0: 
, 1e tal Æ , ré | > 

et par MR Ce 


Ês.. 
ETA 


== 00 ?, | | n= sing, -P = 0. 


Relativement à axe des Yon aurd,20 1m 0!, 
ce qui donne ; : «ES 298 ti 
LM V1 Vente LI 2 plÿer ni 
Soit M un quelconque des points qu? y"sont Situés. Si 
lon mène MM, MP ; respectivement parallèles aux 
axes des z et ei: MM'$eræz; PM',—=ÿ; AP, x, 
et AM, y'; l'angle MAM':sera celui’ que füt’ 16 plant 
donné avec rs des xy: én!le-nommant #!; > oi aura 
2=y sin4,! AM co8t, | 7 0 
y—=—AM GORGE cos 8 cos p, x 
x= AM sing = cos ê sin Eté 


LS 2 
JL 39, + } 
ce qui donne Crus à 


5: 1 34 & 


m'—cosû sing, n'——cosûcosp, P: — sin, 8: 
et, en réunissant ces deux valeurs, on en tire généra- 
lement, pour tous les autres points du plan X'AY”, 

x = x cosp + y" cos 0 sinp,, +. 
y—=x" sing —,y"cosÿ cosp;. 12 =" :sim 6. lung 
Ces formules serviront à rapporter les points d un plan 
à des axes rectangulaires qui y seront situés. 


- 
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353: Jusqu'ici nous n'avons changé que la direction 

des axes : si lon voulait aussi déplacer l'origine, il suf- 

firait d'ajouter aux expressions précédentes Jes coordon- 

nées a ,b,c, de l’origine nouvelle (n° 97 ). On aura 
ainsi pour ay: ces valeurs générales 


—a@ + x" cos® + y’ cosb sing! | 
y—=b+x sin ® — y” cos 4 cos ?, 
3=c+y sin, 


dans lesquelles &, b ,c, représentent les anciennes coor- 
données x, y, z, d’un point quelconque pris dans le plan 
coupant. Ce plan se trouve aussi déterminé par les trois 
conditions, de passer par ce point , de faire avec le plan 


des xy un ut ô, et de couper ce même plan suivant 


une ligne dite qui fasse un angle 9 avec Paxé des x. 
334. En substituant ces valeurs dans dés Bé- 
nérale 


M2 + My Ma + He LH'y + H'r— 0, 


qui comprend toutes les surfaces du second'ordre, on 
aura l’équation de lintersection qui sera évidemment 
du second degré en x’, +”, et l’on pourra reconnaître sa 
nature d’après les méthodes que nous avons données. 
On pourra même disposer des indéterminées, desquelles 
dépend la position du plan coupant, pour obtenir les 
LE +R pe2 pans Rob 
diverses intersections qui seront compatibles avec la 
nature de la surface : si, par exemple, on demande 
» P Pie ; LG 
que Pintersection soit une circonférence de cercle; il 
suflira , pour cela , que les coefliciens de y”? et x’? soient 
» P ? 4 
r A . ‘2 » VE A à ) 
égaux et de même signe, celui des x’y” étant nul. Or l’on 


verra aisément, par la substitution effective, que ces con- 


ditions donnent les deux équations suivantes 


20-M'cos°0cos"®+-M"cos’8sin°®#—M'sin?9—M"cos"®=0 , 


sin @ cos@ cos 8 —0, 


(2) 
(3) 
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lesquelles doivent servir à détérminer les angles 0 et 9. 
La seconde est satisfaite en: supposant cos 8 = 0: ce 

qui donne sin 8 — 1, et 0 —90° : cette valeur ,; Substi- 

tuée dans la première , donne | , 


M— M" sin? @ — M" cos @ — 0; 


tang p= + M. 


Alors Je plan coupant est perpendiculaire au, plan des 


zy : cette valeur de tang @ n’est réelle qu’autant que la 
quantité 


d’où l’on tire 


M"—M 
M — M 


est positive. Ainsi, dans ce cas seulement , la supposition 
, cos Ê— 0 est admissible. Cela n’a pas lieu , par exemple, 
quand M’ = M". Alors, en effet, la surface est de révo- 
lution autour d’un axe parallèle à Paxe des z , comme 
on peut aisément le voir en transportant les coordonnées 
x et y parallèlement à elles-mêmes, et il devient impos- 
sible de la couper suivant un cercle par un plan paral- 
lèle à cet axe:, à moins qu’on n’ait aussi M —M'=M"; 
ce.qui est le cas de la sphère. | 
L’équation (3) est encore satisfaite en faisant 


NX 


sh@—0o, ou cos® — 0 


La première supposition donne le plan coupant perpen- 
diculare au plan des yz; la seconde le rend perpen- 
divulaire à celui des xz. Dans le premier cas, on aura 
M° — M” 
tangé,— pére 2 
dans le second , % 


0 
» 
eo, |Ÿ. 


QE 


tang 0 = 
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Chacune de ces valeurs de 8 ne sera admissible qu’autant 
qué les quantités qui s’y trouvent affectées du signe ra- 
dical seront positives. Or , il est aisé de voir qu’en pre- 
nant M positif, ce qui est toujours permis , les trois 
quantités 


M"—M M'—M" M'— M 


= MM MN? 
ne peuvent pas être négatives en même temps, d’où il 
suit qu'une au moins des suppositions précédentes sera 
possible : or, chacune d’elles donne deux valeurs de 
tang 0 ou de tang ®@, et par conséquent il en résultera , 
dans chaque cas, deux positions du plan coupant qui 
donneront des circonférences du cercle. 

11 suit de là, 1°. qu’en général, par chaque point 
d’une surface du second degré on peut toujours faire 
passer deux plans qui la coupent suivant une circonfé- 
rence de cercle. 

2°. Lorsque l’on a fait disparaitre de l'équation de la 
surface les rectangles des coordonnées, les plans cou- 
pans qui donnent des cercles sont perpendiculaires à 
l'un des plans coordonnés. 

3°, Comme les conditions précédentes ne déterminent 
que les angles 8 et@ , et non pas les coordonnées 4,0, c, 
il existe pour chaque surface une infinité de plans qui 
donnent des cercles , et ilssont tous parallèles entre eux. 
Quant aux indéterminées a, b,c, on peut en disposer 
pour que origine de x’y’ se trouve au centre même du 
cercle suivant: lequel la surface est coupée; cette condi- 
tion , qui rend les coefliciens de x' et de y'nuls, donne , 
entre a, b,c, deux équations linéaires; d’où il suit 
que, pour chaque surface, les centres de tous ces cercles 
sont situés sur une même ligne droite. 

a@ et D élant supposés déterminés par ces deux équa- 
tions, c reste encore arbitraire; mais, pour que les 
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cercles dont il s’agit soient réels ,il faut : que le dernier 
terme de léquation transformée en x”? et y”? soit de 
signe contraire aux deux autres. Cette condition, qui 
limite les valeurs de c, pourra toujours être remplie 
pour chaque surface, excepté dans les points où elle ne. 
s’étend pas. 11 suit de là que toute surface du second 
degré peut être engendrée par le mouvement d’un cercle 
toujours parallèle à lui-même, et variable de rayon. 
En appliquant ces résultats au cône elliptique, on, 
pourra le couper suivant une circonférence de cercle; 
ce qui donnera le cône oblique que Von considère rela- 
tivement à son volume dans les Elémens de Géométrie ; 
et dont nous aurions pu, quoique avec moins de simpli- 
cité, déduire toutes les courbes du second ordre. Une 
des sections circulaires étant regardée comme base de 
cette surface, l'autre se nomme section souscontraire. IE 
est aisé de voir, par ce qui précède, que, si le cône est 
droit, la section souscontraire se confond avec la base. 
On trouverait de même quelles sont les surfaces du 
second degré qui peuvent être coupées suivant des lignes. 
droites, et les élèves pourront s’exercer à cette recherche. 


Des Plans tangens aux Surfaces du second 
ordre. 


335. Par un point quelconque pris sur une surface 
courbe, on peut mener une infinité de droites qui ne la 
rencontrent qu'en ce point. L’ensemble de ces droites 
forme, comme on le verra tout à l’heure, une surface 
plane que l’on nomme plan tangent , et qui est, par rap- 
port aux surfaces, ce que sont les tangentes par rapport 
aux lignes. | 

Cherchons l'équation du plan tangent relativement 
aux surfaces du second ordre : pour cela, reprenons 
celle de ces surfaces, qui est 
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* Az + A'ÿHA "x Cz+ C'yHC'x+Lo. (1) 
En supposant qu'on ait fait disparaître les rectangles 


des coordonnées : soient x”, y", z”, les coordonnées du 
point de tangence, on aura 


Az" A'ÿ"E Aa" Cz'+ C'y"+ Ca +L=o. (2) 


Les équations d’une droite menée par ce point, suivant 
une direction quelconque, seront 


x—x"—=a(z—z"), y—y —=b(z—2), 


a et b représentant les tangentes trigonométriques des 
angles que ses projections forment avec l'axe des z. Dans 
les points où cette droite rencontre la surface, ses équa- 
tions subsistent en même temps que les deux précé- 
dentes. Or, en retranchant ces dernières Pune de l'autre, 
on a 


A(z+2") (z—2")+A" (y+y")o—y") + A" ct") — 2") 
LCtaz) L C’ (y —y") ne (x—x") — 0, 


Mettant pour y—y"et x—x" leurs valeurs données par 
l'équation de la droite , on aura, relativement aux points 
d'intersection, 


A(z+2") HA D(y+y") + A'a(+ x") + CHOC D C'a)G—2 0. 


Cette équation est satisfaite, quand z—2"; ce qui donne 
y=7y"et xx", parce que le point dont les coordon- 
nées sont x”, y", 2',est sur la droite. Supprimant le 
facteur commun z — 2”, il vient 


A(z+2")+A"0(y<+7")+ A'a(x+x")+C+C'b+ Cao 
Cette équation appartient au second point dans lequel la 
droite, considérée comme sécante, renconire la surface. 
Si elle est tangente, ce second point doit se confondre 
avec le premier, et ses coordonnées doivent être les 
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À 4 LC} | TL . h 
mêmes. L’équation précédente doit donc alors être sa- 
tisfaite, quand on fait 


ME pr LAPET Re TE 
TEX , J—Y NEA 


ce qui donne 
2A2°"+ 9A"by"+ 2A'ax"+C+CD+C'a=o. (4) 


Cest la condition nécessaire pour qu’une droite soit tan- 
gente à une surface du second ordre. Comme elle ne 
suffit pas pour déterminer les deux quantités a et b, 
une d’entre elles reste arbitraire; et conséquemment il 
existe pour chaque point une infinité de droites qui 
jouissent de cette propriété. 

Si l'on élimine a et & au moyen de leurs valeurs prises 
dans les équations de la droite, le résultat exprimera 
toujours une propriété commune aux droites qui tou- 
chent la surface dans le point donné; mais il ne renfer- 
mera rien qui soit particulier à aucune d’elles;:il appar- 
tiendra par conséquent à la surface qu’elles forment , 
laquelle aura pour équation 


(2Az"+C) (2 — 2") + (2A y" +CY (y —77) 
+ (2A"x" 2? C") (x — x") — 0. 


Cette équation étant linéaire en x, y, z, le lieu de toutes 
les tangentes est un plan qui est lui-même tangent à la 
surface proposée. 

En développant cette expression , et faisant usage de 
équation (2), on peut la mettre sous la forme la plus 
simple 

(2A2" + C)z + (2A/y" + C’) y + (24°2" + C'}x 

+ Cz°+ C'y" + C'x"+ 2L = 0. (5) 
Pour les surfaces qui ont un centre, CG, C' et C” sont 


nuls, lorsque l’origine des coordonnées est placée à cé 
point : l'équation du plan tangent devient alors” 
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Azz'+ A'yy"+ A'xx"+ L = o. 


336. Une droite menée par le point de tangence, per- 
pendiculairement au plan tangent, se nomme une nor- 
male. D’après la première condition, ses équations seront 
de la forme 


zx — x" — 74 (z Eu 2°) Ë y —Y" — b' (z AS mi} 
Pour que la seconde soit remplie, il faut (n° 82) qu'on ait 
A'x" of Az A'y" pb Az" 

DES ? TE it | 


ce qui détermine a’ et D’. Il ne reste plus qu’à ‘substi- 
tuer ces valeurs dans les équations de la normale. Si la 
surface proposée est de révolution par rapport à un des 
axes, par exemple, celui des y, on a A—A"; et la va- 


#4) 


leur de a”, qui devient PL donne 


xz'—2x"—=0, 


pour la projection de la normale sur le plan des xz: 
cette projection passant par l’origine des coordonnées, 
il s'ensuit que la normale rencontre Paxe des y. Cette 
propriété est générale; et, lorsqu'une surface est de ré- 
volution autour d’un axe, toutes ses normales rencon- 
trent cet axe. 

837. En mettant dans l'équation du plan tangent, 
pour x”y"z" les coordonnées du point de tangence, il 
sera facile ensuite de construire ce plan. On peut aisé- 
ment faire lapplication de ces résultats aux diverses 
surfaces du second ordre que nous avons discutées, et 
Von en verra naître plusieurs propriétés remarquables. 
Prenons pour exemple l’hyperboloide que nous avons 
discuté dans l’article 327. L’équation de cette surface est 


Az A'y— A'x + Lo; 
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celle du plan tangent sera : 

Az2 — A'yy"— A'xx'+ Lo, 
et en outre on aura pour le point de tangence, 

Az" — A'y"— A'x" + L —= 0 

Pour trouver les points communs au plan tangent et à 
la surface, il faut combiner les trois équations précé- 

; 4 L 
dentes de manière à en éliminer Z,Y Ou Z; car, dans 
ces points, elles subsistent en même temps. Or, si lon 


retranche le double de la seconde de la somme des deux 
autres, on trouve | 


A(z pe 21} Ai A'(y — y") — A" (x— Pr 9 = 0. (A) 
La troisième , retranchée de la seconde, donne 
Az"(2— 2") — A'y" (y — y") 58e As (x —x") = 0; : 
d’où l’on tire | 
AG sus {A5 C7") Ar (œ— x") je 
A3 R 
Substituant cette valeur dans l'équation (A), il vient 
{A'y" (y — y") + A"x"' (x— x") } — AAÀ'z"2 (y — y") 
— AA"2"® (x— 2") = 0. 


Ce résultat, qui ne contient que x et y, appartient 
aux points communs au plan tangent et à la surface; 


c’est équation de leur projection sur le plan des TY. 
Elle est toujours satisfaite, quand æ=—x", ce qui doit 
être, puisque le point de tangence est nécessairement sur 
la surface; maiselleest , de plus, décomposable en fac- 


teurs du premier degré; car, si l’on fait 
(4 LU 
Ya (re 


le facteur x — x", devient commun à tous ses termes ; 
en le supprimant , les variables x et y disparaissent , et 
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lon a pour déterminer a, l'équation du second degré 
(A ay" + A'x°} — AA'a° z"3 = AA" — 0; 

ce qui donne pour chaque point de la surface deux va- 
leurs de a. Lorsqu’elles seront réelles, les points com- 
muns ‘au plan tangent et à l’hyperboloïde auront pour 
projection deux lignes droites sur le plan des xy, et, 
… commeilssont d’ailleurs situéssur le plan tangent, ils for- 
meront aussideux droites dans l’espace. Leurs projections 
sur les‘autres plans coordonnés s’obtiendront en élimi- 
nant y ou x de l’équation du plan tangent, au moyen 
de ceile de la projection déjà trouvée; ce qui revient à 
combiner ensemble les équations 


Az" (z2—z")— NA ASE: RS 
arr y—y" =a(xz— 2"). 
Il s’agit maintenant de savoir si les valeurs de a se- 


ront toujours réelles. Or, en développant l’équation qui 
détermine cette quantité, elle devient 


A’ (Az"—A y"3)a+2À'A'y" x"a+-A"(Az"— —À"x")—=0; 


ou , én faisant usage de la relation qui existe entre les 
coordonnées du point de tangence, 


A'(A "x" —L) a? D ) A'A"y"x ul ae A'(A'y" °° L) = 0. 
La quantité affectée du signe AN dans la valeur 
de «a, sera s 
LES A'A" (A'y la; —L) (A"x" it — L) + Fi dB 
ou, ‘en développant, 
A'A'L (A'y "2 LE A'x UPS 2 pv $ 
quiise réduit enfnà 
AA'A'"Lz". 
re trois quantités AA’A"étant positives , a ne peut être 
réelle qu'autant que L sera aussi positive : par consé- 
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quent, l’hyperboloïde. a une. nappe dont Péquation est 
Az°— A'y%.— A'x HE=0o, 
AA'A' et L étant positives, est touchépar:ses plans 
langens suiyant deux lignes droites ;:et: il est le seul 
hyperboloïde du second ordre qui jouisse de cette pro-: 
priété. Cette propriété. n’infirme-pas [la définition du 
plan tangent donnée.dans l’art, 4; cartilexiste en- 
core, pour chaque point de tangence ; une infmité 


d'autres lignes. droites qui n’ont que: ce Pan de: com-: 
mun avec la suriace. 


358. Les formules précédentes peuvent encore être em- 
ployées Pous mener un ‘lan tangent aux Surfaces du sé- 
cond ordre par.un point extérieur dont les ‘coordonnées 
seraient connues. En effet , en les supposant représentées 
par x’, y’,2', elles fera. satisfaire à l'équation du plan 
tangent; ce qui donne | 


(2Az°+ C)z + (24/y"+ C')y + (24"x ” L + C)x’ 
Te ae / v'+ Cab 0 () 


On aurait de plus, le point de tangence étant sur la 
surface, 


Az": + A7" + Axe LE Cz' + (04 "+ C'x’- Lo, .@ 


En regardant x", 1 1et z" comme inconnues, ces deux 
équations ne sufliraient pas pour les détails on 
peut donc , par un même point extérieur, mener uné 
HAE de plans tangens à la surface. & lon élimine 
x" ou y” entre ces dus équations, elles donneront les 

projections de x courbe qui est le-lieu dé tous les points 
de tangence de ces plans : cette courbe est celle suivant 
laquelle la surface serait touchée par üne surface toL 
nique qui aurait son centre au point donné, et qui 
scrait engendrée par une ligne droite assujettie à passer 
loujours par ce point ct à toucher la surface. 
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 L’équation (1) étant linéaire en +”, "32", Sa com- 
binaison avec l'équation (2) donnera entre x” et z’, 

"etz", des équations du second degré; d’où il suit 
que la courbe de tangence sera une section conique; et, 
par conséquent, les surfaces coniques, tangentes à 
des surfaces du second ordre, sont elles-mêmes du se- 
cond ordre. 

Si, au lieu d'effectuer l'élimination entre les équa- 
tions (1) et (2), on veut construire séparément cha- 
cune d’elles en y regardant x", y”, 2", comme variables, 
la première représentera un plan qui sera le lieu de la 
courbe de tangencé; ce plan sera donc analogue à la 
corde qui joint les points de tangence dans les courbes du 
second'ordre; et, en lui appliquant ici les considérations 
dont nous avons fait usagé pour assujettir ces cordes 
à passer par un imême point, on en déduira aisément 
des propriétés de plans analogues à ‘celles des Lignes 
polaires. | 

La position du plan tangent serait. déterminée, si 
on connaissait un second point par lequel il dût passer ; 
car , en désignant par 2", y”, 2”, ses coordonnées , on 
aurait | | 


(2Az" ee C) 2" Le (2A/y" +C)y È (2A"x" + c") 2" 
Ca" + C'y"+C'x"+ 2L—o. (3) 
Les équations (1), (2), (3), suffiront pour déterminer 
les coordonnées x", y”, 2”, du point de tangence en fonc- 
tion de x’, ÿ', 2°; 2'}ÿ",2" | 
On arriverait à un résultat semblable, en assujettis- 
sant le plan tangent à passer par une droite donnée. 
En effet ;, soient x”, y’; 2’ les coordonnées d’un point de 
cette droite, son équation sera de la forme 


x—x—a(z—:), y —ÿ —=b(z— 2), 


a et b étant connus, puisque la position de la droite 
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est supposée donnée : or, x’, y’, 2 devant satisfaire à 
l'équation du plan tangent, on aura d’abord 


(2Az" + C)z + (2A!y "+ C7) y + (24"x x" + C")x' 
+ Cz'+ C C'y + C'x" + oL = 0. 

- Cette condition ayant Ha , il suffit, pour que la 
droite soit dans le plan, qu’elle lui devienne parallèle; 
ce qui donne (n° 81), 

Az" + A’by" + A'ax"—0o. 
On aura de plus 


Ag" + A! y" A2" Æ C2" Cp" + C'x" + Lo, 
puisque le point de tangence est sur la surface. Ces 
trois équations détermineront les valeurs de x", y", 2”; 
et, comme elles sont du second degré, il s'ensuit que 
lon peut, en général , par une droite donnée , mener 


deux plans tangens à une surface, du on degré 
quelconque. 


Des surfaces du second degré rapportées à 
leurs plans diamètres. 


330. On peut rapporter les surfaces du ed degré 
à des coordonnées phliqués , ainsi que nous l’avons. fait 


pour les lignes du même ordre. Si, dans l'équation gé- 
nérale 


Az° + A'y"? + A'x° + Byz + Be Bay 
LGHCy+CTEL + oi 
où les, coordonnées ‘sont rectangulaires ,; on aire 
pour xyz les valeurs générales : 


æ — x" cos X + y’ cos X’ « z" cos X”} 

y = x cos Y + y’ cos Y” + z’ cos Y”, 

3 = x cos Z + y cos 2 Hz" cos Z”, 
dans lesquelles x’, y’, z° soient les coordonnées rela- 
tives à de nouveaux axes qui font entre eux un angle 
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quelconque et sont-assujettis aux seules équations 


. cos? X + co$’ Y + cos Z :— ; L 
nul. r tà : D X7/ EG LÉ 4 HE 11 f DH Ton! 
D ER 2 cuit on 7 D (A) 
UT COX" cos’ Y' + cos Z"=— 1, 


on Lüra la transformée : 
siITCE e «3 11071)? | i 1 3 


Me AM pe May 2 Nate Nix y 

RO O Pa Pie Plat QUI EG) L 

"On poûrra toujours disposer. des indéterminées , d’où 
‘dépend la position des nouveaux axes pour rendre N, 
"N° ét N° rluls. ét cetté condition pourra même être 
remplie d’une infinité de manières; caron a vu, dans 
é’n6° 396 , page 396, qu'en. joignant aux trois équa- 
on AY an ts 


oi >37 LE PS L% , È 20 JE ©2 i 


He N ty Or N° += 9, Ne FA O 


pui « 


les trois équations (B) qui ont lieu quand lés'axés sont 
rectangulaires » leur système suffit pour déterminer en 
“quantités réelles les valeurs des neuf inconnues d’où 
dépend la position desaxes :'cès équations ne suffiront 
donc plus pour cet objet, quand on en ôtera les trois 
équations (B). Aïnsi non-seulement On.pourra trouver 
des coordonnées obliques par. rapport auxquelles, les 
surfaces du second ordre auront des équations de même 
forme que par rapport à leurs axes. rectangulaires); 
‘mais y a,une infinité de systèmes qui. jouiront de 
cette proprièté > et.dont les plans seront, relativement 
à ces surfaces , ce que sont les diamètres dans les courbes 
du même ordre. 

340. Nous n’entrerons pas dans un. plus grand détail 
relativement aux surfaces du second -ordre,; On pour:- 
rait, à l’aide des formules précédentes, jet des: mé- 
thodes données dans les préliminaires, découvrir un 
grand nombre de propriétés particulières à ces sur- 
faces. Il sera très utile à ceux qui auront lu ce 


? 


t ou- 
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vrage, d'effectuer ces applications : qui woffrent ‘rien 
de difficile, et qui auront l’avantage de les familiariser 
avec emploi de lanalyse; mais un pareil détail de- 
viendrait ici superflu. La Géométrie analytique repose, 
comme la synthétique, sur un petit nombre de préli- 
minaires relatifs au point, à la ligne droite et au plan. 
Ces élémens, lorsqu'on les possède bien, suffisent pour 
mettre en équation tous les problèmes que la Géomé- 
trie présente, sans qu’il soit besoin pour cela de recou- 
rir à aucune construction particulière. Il ne reste plus 
ensuite, pour les résoudre, qu’à surmonter les difficul- 
tés de l'analyse; et celles-ci peuvent. être souvent di- 
minuées , ou du moins éludées par un choix heureux 
d’inconnues : c’est un art qui ne peut s’apprendre que 
dans les écrits des grands géomètres, et surtout dans 
l'Arithmétique universelle de Newton, qui en offre les 
plus beaux exemples. 


Supplément au chapitre IV. sur les Sections 
du Cône. 


341 : Les courbes du second ordre peuvent se tirer du 
droit par uné analyse plus simple que celle dont nous 
avons fait usage dans le chapitre IV. Pour cela, soit 
(fig. 135) C le centre du cône, par un point quelconque 
O pris sur cet axe, à une ditans donnée c du centre, 
concevons trois axes de coordonnées OX, OY, OZ, 
rectangulaires entre eux, et dont Pun, OZ, soit LA 
suivant l’axe du cône même. Appelons #” l'angle con- 
stant CAO, formé avec le plan des xyÿ par une quel- 
conque des droites génératrices, et cherchons d’abord 
à déterminer l’équation du cône avec ces données. 

D’après les définitions précédentes, les coordonnées 
du centre C sont x—0, y—0, 2 —0; ainsi les équa- 
tions d’une génératrice quelconque, menée par ce point , 
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seront nécessairement de la forme 


x —a(z—c), y = b(z—c), 


les coefficiens a’, D’ étant constans pour la même gé- 
nératrice, et variables d’une génératrice à une autre. 
Maintenant, le cône étant le plan supposé droit, et 
décrit autour de CO , comme axe , Pangle +’ formé par 
_ toutes les génératrices avec le plan des xy, doit être 
constant. Or, par larticle 67, on a en général, 


ms $ 1 
SIN D , 
1e a "ED" 
d’où lon tire Se Fine 


(a? +b?)tangs" — 1. 


Remplaçons a’ et b', par leurs valeurs tirées de léqua- 
tion de la génératrice, il viendra en général, 


Cy° + x°)tangs" — (z — c)°. (1) 


Cette relation convenant, à tous les points d’une gé- 
nératrice quelconque, est donc l’équation cherchée 
de la surface conique; et en effet, elle s'accorde avec 
celle que nous avons trouvée dans Particle 105, p. 168, 
avec. la seule différence que l'angle variable » , formé 
par les génératrices avec l'axe, est ici remplacé par 
l'angle +” ou 90° — ». 

Coupons maintenant cette surface par un plan BOY, 
mené par l’origine O , perpendiculairement au plan des 
2, et formant avec le plan des xy un angle quelconque 
u”; Péquation dun pareil plan se réduisant à celle 
de sa trace sur le plan des xz (n° 76), sera 


D ul TATie LL | (2) 


et; en la combinant avec celle de la surface conique, on 

aura Les projections de la courbe d’intersection. Or, 

quoique: la position que nous donnons ici au plan cou- 
28. 
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pant soit particulière relativementaux-plañs coordoit- 
nés, cette particularité, ne limite nullement la nature 
de l'intersection qui en résulte ; car, en concevant un 
plan mené parle ‘point O d'ahe manière absolüment 
quelconque ,on pourra toujours choisir les plans éoor- 
donnés de telle sorte, qué l'un d'eux, «celui dés x; 
lui devienne phrpedivulsies ét ; à cause de’ la forme 
symétrique du cône autour dé’ sonaxé; la Settion än- 
gulairé ACD , formée par les deux Béhér st dés oppo- 
sées , sera toujours la même, ainsi que la courbe din- 
tersection. Mais, au lieu d'employer directement l’équa- 
tion (2), qui donnerait seulement les projections. de 
cette courbe , prenons de nouvelles coordonnées situées 
dans le plan coupant, afin d'obtenir l'équation de lin- 
térsection elle-même. A cet effet, conseryons Youjours 
les mêmés ÿ, que rious: désibner WE seülémént par y’ 
pour les spécifier ; mais substituons aux z et aux x la 
seule abscisse OP”, ou x’ , comptée sur la trace OB du 
plan coûpañt. hiloraf si nous considérons un: joint quel- 
conque de Pintersection, pour lequel OPoit + et PP 
soit z , la troisième eootdortnée y ‘étant: perpendiculaire 
aux déux prémières en P';ofi'aura évidemment 
st rte 

Yi nd , LEE X cost’, PR es sinu/ ; (3) 
puis, substituant ces valeurs au lieu de x; y ; 2} dans 
équation de la surface conique, on aura”enl#, y’, 
équation de Pintersection ; laquelle ; ‘après 1 réclié- 
tions , sera | s ”. 


PR RE ATEN "US (4) 


Pour développer successivement les diverses formes de 
courbes qu’elle peut donner, il suffit de faire varier l'angle 
u' ou BOX, formé par le plan coupantaveclaxeducône, 
depuis zéro jusqu’à 90 degrés; cat la symétrie dela sur- 
face coniqueautour deson axe ; fait que lesmêmies formes 
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. d’intersection reviendraient , pour des valeurs de ''com- 
prises dans: les autres quadrans: Commençons donc par 
_ faire ww‘ nul , ce qui fait coincider le plan coupant BOY 
avée la base du cône; alors Péquation de Pintersection , 
étant divisée par tang? »’, devient 
” | ” LE 

2 . 

) | | Jus 2 Tang 4"? 
c het pes qu elle représente une circonférencé de 
cercle décrite du point O, comme centre, avec un-rayon 


égal : sonore , ouà “la longueur AO. hit 
tang RBS 
IL est facile de voir que cette seule Leslie du sa 
coupant peut donner le cercle; car Péquation du cercle 
exige que les coefliciens de y’*et de x’? soient: égaux 
entre eux ;-or, si l’on établit cette égalité, il vient 


tang? #’ = cos? w’ (tang? #’ — tang° w") 
ou tang° #’ sm°u' = —sin ww, 
qui peut se mettre sous la forme 
{ tang° dr sin? # = 0; 
ét Pon voit que cette condition ne peut être satisfaite 
qu’en faisant sin #’ nul, ce qui donne pour w’ les deux 


valeurs 

s ‘W# —0,. oubien . # — 180, 

d’où résultent deux positions du plan coupant, qui se su- 
perposent ; et dont la a . est celle que nous avons 
considérée. 

Partant donc de cette position du plan coupant , fai- 
sons 'gradüellement croître langle #’. Tant qu'il sera 
moindre que», inclinaison des génératricés sur le plan 
des æy';'hartrace BOB” ne'sera pas parallèle à larête CD 
opposée à1CB; elle éoupera donc ces deux arêtes aux 
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points B, B”, situées sur une même nappe de la-surface 
conique, et par conséquent, ne pourra plus aller les 
couper une seconde fois sur l’autre nappe. L’intersec- 
üon sera donc alors une courbe fermée qui s’étendra 
sur une seule des deux nappes du cône. Dans ce cas, 
tang” v’ étant moindre que tang° #’ , les coefficiens de 
x"? et de ÿ'* seront tous deux positifs dans l'équation 
générale de lintersection : cette condition caractérisera 
les ellipses. 

Lorsque v” deviendra égal à +’ , le plan coupant BOY 
sera parallèle à larête CD. Il ne rencontrera donc plus 
cette arèête ; ou, si l’on veut, il la rencontrera seulement 
à une distance infinie du centre. Alors la courbe sera 
encore bornée à la seule nappe BCD -du cône; mais elle 
s'étendra indéfiniment sur cettenappeà partir du point B. 
La condition 4 —#" fait disparaître le coefficient de x’? 
dans l'équation générale de l’intersection, et elle se ré- 
duit à | 


eo a / 
y’ tang® #’ + 2cx' sin = c?, 


qui exprimera généralement une parabole. 

Enfin, l'angle 4’ ou BOX croissant toujours, et deve- 
nant plus grand que »’ ou CDX , le plan coupant ne ren- 
contrera plus larête CD sur la nappe BCD, mais il la 
coupera sur la nappe opposée du cône. La courbe d’in- 
tersection sera donc alors formée de deux branches sé- 
parées, etopposées en directions , dont chacune s’étendra 
indéfiniment sur une des nappes. Dans ce cas, tang* u° 
surpassant tang* #”, le coefficient de x’? sera négatif, 
celui de y’? étant positif. Ce sera le caractère des hyper- 
boles. | 

On voit donc que notre équation (4) reproduit les 
trois mêmes sortes de courbes que nous avions trouvées 
dans le chapitre IV, en fixant par des données diffé- 
rentes , les positions successives du plan coupant: Mais 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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le caractère analytique de chaque espèce de courbe se 
découvre plussimplement ici , parce quela variabilité de 
position du plan coupant est plus aisée à suivre. On 
pourrait également tirer de notre nouvelle équation (4) 
les divers cas particuliers que nous avons obtenus par 
l’autre méthode dans le chapitre IV. Par exemple, le 
point considéré comme cas particulier des ellipses, soh- 
tiendra en faisant c nul et’ moindre que ’; de sorte 
que les coefficiens de y’? et de x’? demeurent tous 
deux positifs. La ligne droite unique , considérée comme 
cas particulier des paraboles, s’obtiendrait aussi en 
faisant c nul, et #’ égal à ’, ce qui réduira l’équation 
de lintersectiof à y ==0, équation de l'axe des x”. 
Enfin, les deux droites non parallèles, considérées 
comme cas particuliers des hyperboles, s’obtiendront 
en faisant c nul, mais 4’ plus grand que »’; de sorte que 
le coefficient de x'* devienne négatif, celui de y’? restant 
positif. Les deux droites d’intersection seront alors les 
deux génératrices opposées suivant lesquelles le plan 
coupant rencontre la surface conique. Ces trois cas par- 
ticuliers placent toujours le plan coupant au sommet 
du cône, et donnent ainsi les mêmes conditions, soit ana- 
lytiques, soit géométriques, que nous avions trouvées 
dans le chapitre IV. 

Pour employer notre nvuvelle équation (4) à la dis- 
cussion particulière destrois espèces de courbes d’inter - 
section, ilfaudra commencer par trouver les points d’in- 
tersection avec l’axe des x”, comme nous lavions fait par 
l'autre méthode, c’est-à-dire en supposant y’ nul. Mais 
ic1, l’origine des coordonnées y”, x’, w’étant plus placée 
sur un point de la courbe , aucune des abscisses des points 
d’intersections ne sera nulle: Néanmoins on pourra de 
même transporter lorigine à Pun de ces points, dans le 
cas de la parobole eu au milieu de la droite qui les joint 
dans le cas des hyperboles et des ellipses. Cette transfor- 


la la 
£'40 DES SURFACES 


mation faite, tout le reste.de: la discussion:suivra comme 
précédemment. | lc 
. On pourrait même, si on le jugeait à propos ; ramener! 
tout de suite notre nouvelle équation(4)-à là nème 
forme que celle du chapitre IV, en transformant Pori 
gine des x’ au point B; l’un des sommets delatourhed’in- 
tersection. En ellet ; la distance BO desce point à origine 
peut aisément se déduire du triangle BOC, dans lequel 
on connaît l'angle C égal à 909 =.#' ; Vangle B'égal à 
v' H+ u”,et le côté OC égal à c. Car, il'en 
/ 
€ cos 2’. 


résulte que 
bond si donc on voulait prendre 
sn(s'itu). IUT 


BO est égal à 


de nouvelles abscisses x" à partir du point B, dans le 
sens BB; al faudrait faire 


NE € COS #' 


u 
Eu substituant cette valeur de x’.dans Péquation (4); le 
terme indépendant des variables y’ et-x'1$évanouit de 
lui-même, parce que la nouvelle origine des. coordon- 
nées se trouve placée à l’un des points de:la courbe d’in- 
tersection ; et l'équation transformée se réduit à. | 

Y'sin?v" 4x" "sin (v'Æz")sim(s'—1'")}—2cx" sims’ cosp/cosu EN: 
Alors on peut lui appliquer immédiatement le: mode 
de discussion dont nous avons fait usage au commence- 
ment de chaque chapitre. Il est aisé de voir. que cette 
forme est précisément la même que nous avions trouvéé 
dans le chapitre IV, page 171; enteffet, pour:s’en con - 
vaincre, il suffit de considérer que nous avions pris alors 
pour données l’angle BCO de la génératrice avec Faxe 
que nous avions nommé v; l'angle. CBC: formé par le 
plan coupant avec l’arète CB que nous :avions mommé à £ 
et enfin la distance CB que nous avions nommée! +! Par 
conséquent , ces. données sont liées avee: leslangles!s5 10° 
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et c par les relations suivantes : 





DT 90—v, W—i+v— go, :c— 
d’où l’on tire 

/ "7 é , / /° PRET ie . 

V'HUu—i, y —uw—180—(iH+2r), ccosu —=asini, 


valeurs qui étant substituées dans léquation précédénté 
la changent en 


y” co rip Lea PA APS) at + @ Sin 24 SIN È— O0; 


ce qui:esten effet identique ‘avec l'équation (4) de la 


page HET s 


Précis des Formules trigonométriques Les PE 
usuelles. 


542. Lorsqu'on fait quelque application de la Géomé- 
trie analytique , on a souvent besoin d'employer les for- 
mules analytiques de la Trigonométrie; mais ces for- 
mules sont si variées, qu'il est difficile dé les avoir 
toujours présentes à É mémoire ; c’est. pourquoi J'ai 
placé ici un précis de celles qui sont les plus usuelles, 
afin qu’on les trouve ainsirassemblées au moment où l’on 
en aura besoin. Quant à-leur démonstration, ainsi qu’à 
l’exposition des principes sur lesquels elles reposent , 
on devra les chercher dans les excellens traités de 
Trigonométiie que nous possédons. 

On doit se rappeler d’abord (n° 58) que toutes les lignes 
trigonométriques peuvent s'exprimer rationnellement 
en fonction du sinus et du cosinus de larc auquel elles 
appartiennent , ce qui détermine à la fois leurs valeurs 
et le, signe qu’on doit leur attribuer. Soit a lare, R le 
rayon de la circonférence à laquelle ‘il appartient; on 
a toujours 
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Sin a 














| cos a 
tanga=R à cotang a —R -— ; 
cos a sin a 
2 -R2 
séc a —= 2 COSÉCA — ——, 
cos « sin a 


Cela posé , toutes les formules trigonométriques dérivent 
des quatre suivantes , qui expriment les sinus et cosinus 
de la somme ou de la différence de deux arcs, en fonc- 
tion des sinus et des cosinus de ces arcs. Soient a.et b 
les arcs donnés , supposons que le rayon du cercle soit 
pris pour unité, on aura 


(1) sin(a+b) — sin acosb + sin bcosa; 
cos (a + b) — cosa cosb — sin a sin b; 
sin (a — b) — sinacosb — sin b cosa; 
cos (a — b) — cosa cosb + sinb sin a; 


divisant ces équations membre à membre, on en tire 


sin @ cos b H- sin b cos a 


cos a cos b — sin a sin b ? 


tang (a + b) — 





sin a cos b — sin b cosa 
cos a cos à + sin b sin a° 


tang (a — RES 


Divisant les deux termes des seconds membres par 
cos a cosb, et substituant tang a et tang d aux rapports 








sin & sin b 
cos a ? cos b° 
on aura 
tang a + tang b 
t ep 
AU) 1 — tang a tang b ? 
tné (00) = tang a — tang b 


1 + tang a tang b ? 


expressions qui donnent la tangente de la somme et 
de la différence de deux arcs en fonction des tangentes 
de ces arcs. 
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Si lon fait a—b dans les formules précédentes, 


elles donnent 
sin 24 — 9sinaG COSA, COS24 — cos? a —sin°@, 


2 tang a 
1— tang* a ? 





tang 74 DE mou 


expressions qui donnent le sinus, le cosinus et la tan- 
gente de Parc double en fonction des sinus, cosinus 
et tangente de Parc simple. 


Revenant aux équations (1), si on les ajoute membre 
à membre, on aura 
sin (a + b) + sin (a — L) — 2 sin a cos b; 
sin (a + b)— sin (a — b) — 2 sin bcos a; 
cos (a + b) + cos (a — D) — 2 cos a cos D; 
cos (a — b) — cos (a + b) — 2 sin a sin &. 
Soit 
a+b—=u, a—b==#, 


ce qui donne 
a=s(u+s) b— às(u—#); 
les formules précédentes deviennent 


sin w +siny—25sin; (u+s)cosz(u—»), 
(2) smu—sinv—2sin:(u—#)cosi(u+#), 

cos 4 + cos # — 20057 (4 +æ)cosL(u—»), 

COS #—cosu —25sin + (x +) sinz(u—"), 
expressions qui servent à transformer une somme ou une 
différence de sinus et de cosinus, en un produit, et à 
réunir ainsi deux termes en un Seul 

Si l’on divise les deux premières formules membre à 
membre , elles donnent 


sin & +- sin __ .tangz(u+ 1) 
snu—sins# tangi(u—#)" 





relation remarquable par sa symétrie. 
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Si Pon multiplie ces équations membre à membre, 


en observant que, en HER 2 sin n cos Eh 2y', 
on en tire 


sin” u — sin° # = sin (4 + #) sin (4 — w), 
COS” # — cos? u — sin (4 + #) sin (a — 1), 
qui sont aussi d’un fréquent usage. 
‘Nous avors trouvé tout à l’heure 
sin 24—92$inacosa, CÔs 24 Z=.C0s2@ — sin? a. 
La seconde de.ces équations peut se, mettre sous Îles 
deux formes suivantes : SL fs | 
COS 2 4 — 1 — 2 sin° &, pe er. La 
d’où l’on tire | 
1 —€0$ 2 4 : 1 +cos2a 
———— , cos dR) 
Te 66 4 ur (0 — 
On se sert de ces expressions pour substituer aux carrés 


d’un sinus ou d’un côsinus la première puissance du co- 
sinus de l’arc double. 


Soit 2a—=u, d'où a =: u, ces formules deviennent 
2 2 2 








sin? & — 








et divisées membre à membre, elles donnént 


\1 —"C0s z, 


tan LU —————  '; 
8. 1 + cos 4° 


ou, si lon veut tirer la valeur de cos æ: 


i — i— tang” 3 v 

1 + ne Eu lu 

Ces formules sont aussi d’une application. fréquente, 
De même que nous avons trouvé le sinus et le cosi- 

nus de Pare double ; on trouvera le sinus et le cosinus 

de l'arc triple. T suffit de faire, dans les formules 

(1), b = 2a; elles donnent alors | 


COS UT, 2" 
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(" _l à sin Zac sin a cos 244 jsin 2 Cos a, 
cos 34 — cos a cos 2a — sin Sin 24 ; 
» substituant pour sin 2a :et cos 20 leurs valeurs , 
I“ 2sinacosa, et cos? a+ sin° à, elles deviennent 
| | + sin 3a = + 3 sin a cos’a — sin°a , 
cos es = — 3 cos a Sin” a D eo 





V 
he et elles peuvent se mettre sous la forme 
|. 


| Sin, 8a —-cos'a tang a — tang'a} , 


LE ol sb àihes &ar=cos'a Li 8 tang'a } 


| ÆEn Laura n étant un Die entier quelconque , on 4 


z 
. 
À 











| 4 “a fritan fs nh-1.n2 2e Ve. n.1-1n-9n-3.n- rl t } 
= ————";— tang a +-— anc°a..etc. 
5 1.2.8 1.2, xt 4,5. g 
De y à nn) A.n—1.n—2. n—3 
va = cos"al 1— — -tano°?a —tang'a..etc. | 
Rss. »à T° 5 + +. 2. 3: 4. se 


Ces formules gone. le. sinus. et. Je cosinus d'un, arc 
| multiple quelconque en fonction du sinus. et du cosinus 
de Parc simple. Les coefficiens des différens termes sont 
ceux de la ni°rie puissance du binome. C’ést pourquoi on 
peut rassembler ces sériés sous la forme suivante : 


joe Pr. si . AV SA le V sine | 
1 Li 


l Y. 
er 1 ER 
one | COS Q =, —1 ‘na + — SALUT sin a? 
2 


._ Eten effet, en développant ces expressions abrégées , 
elles het les deux séries précédentes , comme on 
peut le vérifier aisément. FN? 

Réciproquemént on peut éxprimer les diverses puis- 
sances quelconques du simus ét dcosinus de Parc simple 
en,fonction du simus et du cosinus de Parc multiple; et 
1ème, enemployant plusieurs ares multiples ;°on peut 
rendre ces expressions linéaires. Pour de prouver , il faut 
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savoir qu’en développant le sinus:et le cosinus en fonc- 
tion de Parc , on a 





3 5 
+ Ve 4 
SM TL = TI — ———— , , , CIC. 
EE 
x? x 





COS T = 1 — mir Etc. 


Sntllel 42. + 1.2.9.4. 

Dans ces expressions, la lettre x est censée désigner , 
sous les signes de sinus et de cosinus, l’are même que 
lon considère; mais, hors des signes, ellé exprime le 
rapport de cet arc au rayon pris pour une unité de lon- 
gueur ; de sorte que, si l'on voulait faire reparaïître le 


e L2 [2 . T . 
rayon, il faudrait écrire partout 7 au lieu de x, dans 


sin ZX’ COST Ê à 
le second membre, et rÉ au lieu de sin x et 
4 « 








cos x dans le premier membre de cette équation. Or, 
en adoptant ces séries, si l’on représente par e le nombre 
dont le logarithme hyperbolique est Punité , elles peu- 
vent se mettre sous la forme | 


e? Vÿ—I e tV—1 


2W2 1 


et Y—1 ad 6 MEET 


sin T — 








COS T — 








2 ? 


d’où l’on tire 
eV — cos à 44/21. sin x; 
ET VTI cos x —V/—1.sin zx. 
Soit m un nombre entier quelconque, en changeant. x 
en mx , On aura de même 
eV — cos mx + W/—1 sin mx; 


eV —I cos mx — W— 3 sin mx. 








c'est sur cela qu'est fondée la transformation que nous 
cherchons. En effet, d’après les valeurs précédentes de 
sin æ et cos x , on aura 


DU SECOND ORDRE. 447 

er VE Fos res 

2 

29/—1 
LS Verstatfe’ n 
eT v—1 Le zV :l 

COST = À —— | ; 
6: D 


ou , en développant les seconds membres par la formule 
du binome, 








sin" x — 





— [nn — —— 
à ex V AE ne 2) x ÿ—1 
SIN TC = — Le 
(Va) HT QD xv—i(? 
194, 
+ etc. 


enx V—1 A. el?—2) xV—1 
COS? T = — 2 
2) ne nf) ri 
l L2 D - 


+ etc. 

Les différens termes compris entre les parenthèses du 
second membre sont tous de la forme e”** V1; par con- 
séquent , lorsque le développement sera complètement 
effectué, on pourra substituer à leur place les expres- 
sions équivalentes cos mx+4/—1.sin mx, dans les- 
quelles le nombre m aura successivement pour valeur 
n;n—2,n—#4... Alors les coeficiens imaginaires 
disparaîtront d’eux-mêmes par la division, ou par la 
destruction mutuelle des termes qui les contiennent , et 
les valeurs de sin"x et de cos"x se trouveront exprimées 
linéairement en fonction des sinus et cosinus d’un cer- 
tain nombre d’arcs multiples. 

Les expressions que nous venons de rapporter suffi- 
sent pour exécuter toutes les transformations qui peu- 
vent être le plus ordinairement nécessaires dans les cal- 
culs analytiques. Si l’on voulait avoir de plus grands 
détails sur cette branche importante de P Analyse, il fau- 
drait consulter l’ouvrage d’Euler intitulé : Zntroductio 
in Analysis infinitorum. 


FIN. 
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